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1. 曲线的切线

2.曲面的法向量

3.最小二乘法

4.极值
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空间曲线的切线与法平面方程

1、 曲线   的参数方称 
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曲线在M0处的切线方程

曲线在M0处的法平面方程
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zyxF2、 曲线  的一般式方称

曲线在M0处的切线方程为
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曲线在M0处的法平面方程为

0 0 0 0 0( ) ( )( ) ( )( ) 0x x y x y y z x z z      

若雅可比行列式

则
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1.求曲线� = 1
1+�

，� = 1+�
1−�

, � = �2在t=0处的切线方程

2.求曲线 �
2 + �2 + �2 = �2

�2 + �2 = ��
在(0,0,�)处的切线方程
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空间曲面的切平面与法线方程

1. 空间曲面方程为  F(x,y,z)=0

曲面 在点 M0( x0, y0, z0)处的切平面方程为

曲面Σ 在点 M0 处的法线方程为
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Fx′(x0, y0, z0)(x- x0)+Fy′(x0, y0, z0)(y- y0)

+Fz′(x0, y0, z0)(z- z0)=0
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则曲面在点 M0处的切平面方程为

曲面Σ 在点 M0 处的法线方程为
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2. 空间曲面方程为 z=f(x,y)

.))(,())(,( 0000000 yyyxfxxyxfzz yx 即

F(x,y,z) = f(x,y) - z
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曲面∑在M0处的切平面方程

0 0 0 0 0 0( , ) 0 ( , ) 0 ( , ) 0
( , ) ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) 0
( , ) ( , ) ( , )u v u v u v
y z z x x yx x y y z z
u v u v u v

  
     

  

其行列式形式可表示为
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法曲面∑在M0处的线方程为

0 0 0 0 0 0
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3. 空间曲面方程为
( , ),x x u v
( , ),y y u v

( , )z z u v
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 解：  空间曲面法向量
设函数�(�, �, �) = �� + �� + �� − �,
则 � = (��, ��, ��) = (��, ��, ��)
设切点为(x0, y0, z0), 则

��

�
=

��

�
=

��

−�
��� + ��� + ��� = �

切点为(1/3,4/3,-1/3),(-1/3,-4/3,1/3)
切面方程为：



设函数�(�, �, �) = �� + �� − �,
则 � = (��, ��, ��) = (��, ��, − �)
切点为(1, 1, 2), 则
n =(2,2,-1)
�(� − �) + �(� − �) − �(� − �) = �

�� + �� − � − � = �

 解：
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(1)  先求偏导数 ；yyxyxxyx fffff  ,,,,

(2)  解方程组
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求出驻点；

(3)  确定驻点处 ),,( 00 yxfA xx

1、求函数 f（x，y）无约束极值的方法：

(xyfB  ,), 00 yx

),( 00 yxfC yy 的值及Δ=AC-B2的符号，

 

A<0 时取极大值;
A>0 时取极小值.

2)当AＣ-B2<0时,没有极值. 

3)当AＣ-B2=0 时,可能有极值,也可能没有极值. 

1)当AＣ-B2>0 时,具有极值



华南师范大学

求函数f(x,y)=x3-y3-3x2-3y2+9y的极值。

2 23 6 , 3 6 9x yf x x f y y      

0, 0x yf f  
0,2,
1, 3,

x
y


  

由已知

令

解得

即得驻点(0,1), (0,-3),(2,1),(2,-3)  

解：

又 6 6,  xxA f x

6, 0, 12.A B C    于是在(0,1)处，

有极大值为f(0,1)=52 72 0,  AC B

0, xyB f 6 6   yyC f y
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6, 0, 12.A B C   在(2,1)处，

2 72 0,AC B    无极值.

6, 0, 12.A B C  

有极小值为f(2,-3)=-31

在(2,-3)处，

2 72 0AC B  

6, 0, 12.A B C   在(0,-3)处，

无极值.2 72 0,AC B   
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2、条件极值的求法: 

可由 

先构造函数 (其中λ为某一常数)),(),(),( yxyxfyxF 

其中x,y就是可能的极值点的坐标.

在条件φ (x,y) =0 下，求函数z=f(x,y)的极值
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解出x,y,λ,

3. 最小二乘法






