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空间直线与平面
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一、平面及其方程

二、空间直线的方程

三、有关平面与直线的位置关系
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（1） 法向量

1.平面的点法式方程

o
x

y

z

n

一、平面及其方程

垂直于平面的非零向量

叫做该平面的法向量.

平面上的任一向量

都与该平面的法向量垂直.
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（2）平面的点法式方程

设平面  过定点 M0(x0, y0, z0), 且有法向量n=(A,B, C).

对于平面上任一点M(x,  y, z), 

n  M0 M = 0

而M0 M =(x  x0, y  y0, z  z0),

得: A(x  x0) +B( y  y0) +C( z  z0) = 0

称方程(1) 为平面的点法式方程.

(1)

o
x

y

z

n
M0

M

向量M0M与n垂直.
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例1. 求过点(2, 3, 0)且以 n = (1, 2, 3)为法向量

　根据平面的点法式方程(1), 可得平面方程为:
(x  2)  2  (y + 3) + 3  (z  0) = 0

即     x  2y + 3z  8 = 0 


M

n=（1，-2，3）

M0

（2，-3，0）

解: 设平面上任一点M(x,  y, z),
MM 0

的平面的方程.

=(x-2,y+3,z-0)
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M3

M2

M1

解: 先找出该平面的法向量n.
由于n与向量M1M2, M1M3都垂直.

而M1M2=(3, 4, 6)      M1M3=(2, 3, 1)

可取n = M1M2  M1M3


i j k

-3 4 -6
-2 3 -1

= 14i + 9j  k

例2. 求过三点M1(2, 1, 4), M2( 1, 3, 2)和M3(0, 2, 3) 
　　的平面的方程.

所以, 所求平面的方程为:
14(x  2) + 9(y + 1)  (z  4) = 0

即:       14x + 9y  z  15 = 0 

n
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由平面的点法式方程

0)()()( 000  zzCyyBxxA

0)( 000  CzByAxCzByAx
D

Ax + By + Cz + D = 0 平面的一般方程

法向量 }.,,{ CBAn 

2. 平面的一般方程
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例3. 如图, 平面Π在三个坐标轴上的截距分别为a,b,c.

求此平面的方程,

解:因为a,b,c分别表示平面 与x轴、y轴、z轴上的截距，

所以平面 通过三点

设平面方程为 ,0 DCzByAx

将三点坐标代入得












,0
,0
,0

DcC
DbB
DaA

,
a
DA  ,

b
DB  .

c
DC 解得

A(a,0,0), B(,0b,0), C(0,0,c)

(a≠0,b≠0,c≠0)
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,
a
DA  ,

b
DB  ,

c
DC 将

代入所设方程得

x y z+ + =
a b c

1 平面的截距式方程

x轴上截距 y轴上截距 z轴上截距

,0 DCzByAx
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3. 平面方程的几种特殊情形

(1) 过原点的平面方程

由于O (0, 0, 0)满足方程, 所以D = 0. 

A x + B y + C z = 0

Ax +By +Cz +D = 0

于是, 过原点的平面方程为:
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(2) 平行于坐标轴的平面方程

考虑平行于x轴的平面Ax + By + Cz + D = 0, 

n ·i = A ·1 + B ·0 + C ·0 = A = 0
于是:

平行于x 轴的平面方程是 By + Cz + D = 0;
平行于y 轴的平面方程是 Ax + Cz + D = 0; 
平行于z 轴的平面方程是 Ax + By + D = 0.

特别:   D = 0时, 平面过坐标轴.

它的法向量n =(A, B, C)与x 轴上的单位向量

i =(1, 0, 0)垂直, 所以
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(3) 平行于坐标面（垂直于坐标轴）的平面方程

平行于xOy 面的平面方程是 Cz + D = 0;

平行于xOz 面的平面方程是 By + D = 0; 

平行于yOz 面的平面方程是 Ax + D = 0.

(即z = k)

(即y = k)

(即x = k)
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例4. 指出下列平面位置的特点，并作出其图形：

(1)  x+y=4, (2)  z=2 

解：　

由于方程中不含z的项，因此平面平行于z轴,

(1)  x+y=4, 

表示过点(0,0,2)且垂直于z轴的平面.
(2)  z=2 

见图1

见图2

图1 图2



华南师范大学

例5. 求通过x 轴和点(4, 3, 1)的平面方程.

解: 由于平面过x 轴, 所以 A = D = 0.

设所求平面的方程是  By + Cz = 0

又点(4, 3, 1)在平面上, 所以

3B  C = 0
 C =  3B

所求平面方程为   By   3Bz = 0

即                y   3z = 0 
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例6. 已知平面过点M0(1, 2, 3), 且平行于平

        面2x 3y + 4z 1= 0, 求其方程.

解: 所求平面与已知平面有相同的法向量

n =(2 3, 4)

2(x +1)  3(y 2) + 4(z  3) = 0

即          2x  3y + 4z 4 = 0
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1. 空间直线的一般方程

已知平面1:    A1x + B1y + C1z + D1 = 0
2:     A2x + B2y + C2z + D2 = 0

那末, 交线L上的任何点的坐标满足:
A1x + B1y + C1z + D1 = 0
A2x + B2y + C2z + D2 = 0

不在交线L上的点不满足方程组(1)

(1)

称方程组(1)空间直线的一般方程.
x

y

z

O

1 2

L

空间直线可看成是两个不平行平面1与2 的交线

二、空间直线的方程
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2. 空间直线的对称式方程

而s 的坐标 m, n, p 称为直线L的一组方向数.

s L

定义1(方向向量)

与空间直线L平行的向量 s = (m, n, p), 

称为该直线的方向向量.
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已知直线L过M0(x0, y0, z0)点

方向向量 s =(m, n, p)

在L上任取一点M(x, y, z), 

而M0 M=(xx0, yy0,  zz0)

所以得比例式

p
zz

n
yy

m
xx 000 





 (2)

称为空间直线L的对称式方程.或标准式方程.

M

有M0 M//s.
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    0 0 0x - x y - y z - z= = = t
m n p

得:
x = x0 + m t
y = y0 + n t
z = z0 + p t

称为空间直线L的参数方程.

(3)

若令
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例7. 求过两点M1(x1,y1,z1), M2(x2,y2,z2)的直线的方程.

解: 可以取方向向量

s＝

M M1 2 ＝（x2－x1,y2－y1,z2－z1）.

由直线的标准式方程可知，

1 1 1

2 1 2 1 2 1

x - x y - y z - z= =
x - x y - y z - z

过两点M1,M2的直线方程为
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例8. 求通过点 A(2, 3, 4)与 B(4, 1, 3)的直线方程.

所以, 直线的对称式方程为

1
4

2
3

2
2








 zyx

解: 直线的方向向量可取 AB = (    ,     ,      )2 12
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例9. 写出直线
x + y + z +1 = 0
2x   y + 3z + 4 = 0

的对称式方程和参数方程.
解:  (1) 先找出直线上的一点 M0(x0, y0, z0)

令 z0 = 0, 代入方程组, 得
x + y +1 = 0
2x  y + 4 = 0

解得:  0 0x = ,      y =5 2-
3 3

M0
5 2(- , , 0)
3 3

所以, 点　　　　　　在直线上.

(2) 再找直线的方向向量 s .
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由于平面1: x + y + z +1 = 0的法线向量 n1=(1, 1, 1)
平面2: 2x y+3z+4 = 0的法线向量  n2=(2,1, 3)

所以, 可取 i j k
= 1 1 1

2 -1 3
=  4i  j  3k

于是, 得直线的对称式方程:

x 5+
3

4

21 nns 

x
y

z

O

1 2

L

z=
-3

y 2-
3=

-1

令
x 5+

3
4

z=
-3

y 2-
3=

-1
= t










x = - + t

y = - t

z = - t

5 4
3
2
3

3
得直线的参数方程:
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解:令 tzyx









12

1
3

1

.12
13













tz
ty
tx

  例10. 
12

1
3

1






 zyx将直线的对称式方程

改为参数式方程
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(1)两平面的夹角

设平面∏1的法向量为

   平面∏2的法向量为

则两平面夹角 的余弦为

                                                          
cosθ

即
A A B B C C1 2 1 2 1 2+ +

2
2

2
2

2
2 CBA 2

1
2

1
2

1 CBA 

两平面法向量的夹角(常为锐角)称为两平面的夹角.

1

2

 2n1n
n A B C1 1 1 1= ( , , )

n A B C2 2 2 2= ( , , )

n n
θ

n n
1 2

1 2

cos =

1.  两平面的夹角及平行、垂直的条件

三、 平面与直线的的位置关系
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2

特别有下列结论：

1 2(2) Π Π

0212121  CCBBAA

1 2(3) Π / / Π

2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A



),,(:
),,(:

22222

11111

CBAn
CBAn




1

1

2

21

21cos
nn
nn






1 2n n

/ /1 2n n

2n

1n

2n

1n
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设平面1与2 的方程分别为x-y+2z-6=0及
 
例11.

解: 根据公式

所以平面1与2 的夹角为
3
πθ =

1=
2

  

2 2 2 2 2 2

1 2 + (-1) 1 + 2 1
=

1 + (-1) + 2 2 +1 +1
cosθ

2x+y+z-5=0,求它们的夹角.
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例12. 一平面通过两点M1(1, 1, 1)和M2(0, 1, 1), 垂
直于平面 x+y+z = 0, 求它的方程.

解: 设所求平面的一个法向量 n = ( A, B, C )
已知平面 x+ y+ z = 0的法向量 n1=( 1, 1, 1) 

所以:       n  M1M2  且 n  n1 

而　　　M1M2 = ( 1, 0, 2)

于是: A  ( 1) + B  0 + C  (2) = 0
 A  1 + B  1 + C  1 = 0
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解得: 
B=C
A= 2C

取C = 1, 得平面的一个法向量

n = (2, 1, 1)

所以, 所求平面方程是

2  (x 1) + 1  (y 1) + 1  (z 1) = 0

即:        2x  y  z = 0

M1(1, 1, 1) , M2(0, 1, 1)
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s1

s2


已知直线L1, L2的方程

,   :
1

1

1

1

1

1
1 p

zz
n

yy
m

xxL 





 s1 =(m1, n1, p1)

,  :
2

2

2

2

2

2
2 p

zz
n

yy
m

xxL 





 s2 =(m2, n2, p2)

定义2 两直线的方向向量间的夹角

(1) 两直线的夹角

2. 两直线的夹角及平行、垂直的条件

称为两直线的夹角, 常指锐角.
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L1与 L2的夹角 的余弦为:

cosφ


1 2=| cos( , ) |s s

||||
||

21

21

ss
ss





(3)  L1平行于L2              
1 1 1

2 2 2

m n p
= = .

m n p

L1垂直于 L2(2)


1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

| + + |
=

+ + + +

m m n n p p

m n p m n p

m1 m2 + n1 n2 + p1 p2 = 0

s1 =(m1, n1, p1)

s2 =(m2, n2, p2)
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 和 .1 2
- 1 + 3 + 2: = : = =
1 -4 1 2 -2 -1

x y z x y zL L

解: 直线L1, L2的方向向量 s1=(1,  4, 1 ),

则有:
||||

||

21

21

ss
ss





  

2 2 2 2 2 2

| 1 2 + (-4) (-2) + 1 (-1) |=
1 + (-4) + 1 2 + (-2) + (-1)

4
π φ =所以

例13.求直线 

　　　　　　　　　　　
s2=(2,  2,  1)

2=
2

cosφ


1 2=| cos( , ) |s s

的夹角
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例14. 求经过点(2,0,-1)且与直线




2 - 3 - 6 = 0,
4 - 2 + 3 + 9 = 0

x y + z
x y z

平行的直线方程.

解：

2 = 2 -3 1
4 -2 3

  

1

i j k
s = n n´

根据直线的标准式方程,得所求直线的方程为

- 2 +1= =
-7 -2 8

x y z

所求直线与已知直线平行,其方向向量可取为

= -7 - 2 + 8
  
i j k
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例15. 求经过点(2,1,3)且与直线
+ 1 -1= =
3 2 -1

x y z

垂直相交的直线方程.
解: 先作一平面过点(2,1,3),且垂直于已知直线,这平面

     3 - 2 + 2 -1 - - 3 = 0.x y z

再求已知直线与这平面的交点.

把已知直线的参数方程







-1 + 3
1 + 2

x = t,
y = t,
z = -t

代入平面方程，解之得
3
7

t =

再将求得的t值代入直线参数方程中，

即得
2 13 3= , = , = -
7 7 7

x y z

的方程应为



华南师范大学

所以,交点的坐标是  
 
 

2 13 3, , -
7 7 7

于是,向量
 
 
 

2 13 3- 2, -1, - - 3
7 7 7

是所求直线的一个方向向量，

故所求直线的方程为
- 2 -1 - 3= =

2 13 3- 2 -1 - - 3
7 7 7

x y z

即
- 2 -1 - 3= = .
2 -1 4

x y z
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3. 直线与平面的夹角及平行、垂直的条件

直线所夹锐角θ 称为直线与平面间的夹角,
当直线L与平面不垂直时,直线L和它在平面上的投影

π(0 )
2

θ＃

L




sn

设直线 L 的方向向量为   
平面  的法向量为

则直线与平面夹角 θ 满足

2 2 2 2 2 2

A m + Bn + C p
=

m + n + p A + B + C

= ( )s m , n , p

= ( )n A , B , C

s n
=

s n

︿
sin = cos( )θ s , n

从而有:
(1) L Π

(2) L / / Π Am + B n + Cp = 0

A B C= =
m n ps / / n

s n
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解: 取已知平面的法向量

- 1 + 2 - 4= =x y z

则直线的对称式方程为

的直线方程. 

为所求直线的方向向量. 

2 - 3 1

= (2 , - 3 , 1)n

n

例16. 求过点(1,－2 , 4) 且与平面 2x-3y+z-4=0 垂直
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P0

P1 N

n

在平面上任取一点P1(x1, y1, z1)

则 P1P0 =(x0 x1, y0 y1, z0 z1)

过P0点作一法向量 n =(A, B, C)

于是:

01jPr PPd n
| |


 1 0P P n

n

222

101010 )()()(

CBA

zzCyyBxxA






例17.设平面 的方程为 Ax+By+Cz+D=0,  P0(x0, y0, z0)

是平面 外的一点，求  P0到这平面的距离d.

解: 如图，　





华南师范大学

又　A(x0x1)+B(y0y1)+C(z0z1) 

= Ax0+By0+Cz0(Ax1+By1+Cz1) 

= Ax0+By0+Cz0+D

所以, 得点P0到平面Ax+By+Cz+D=0的距离:

222

000

CBA

DCzByAx
d




 (5)

P1(x1, y1, z1)是平面上的点

-D
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例18. 求点 A (1, 2, 1)到平面: x + 2y +2z 10=0

           的距离



解：

由距离公式得

(1,2,2)n

= 1
3=
3

  1 1 + 2 2 + 2 1 - 10

2 2 21 + 2 + 2

222

000

CBA

DCzByAx
d






A (1, 2, 1)
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小结

1.平面基本方程

一般式

点法式

截距式

0 DCzByAx )0( 222  CBA

1
c
z

b
y

a
x

0)()()( 000  zzCyyBxxA
)0( abc

2.平面与平面之间的关系

0212121  CCBBAA

2

1

2

1

2

1
C
C

B
B

A
A



垂直:

平行:

夹角公式:
21

21cos
nn
nn 



021  nn

021  nn
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3. 空间直线方程

一般式

对称式

参数式








0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA











tpzz
tnyy
tmxx

0

0

0

p
zz

n
yy

m
xx 000 







)0( 222  pnm
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0212121  ppnnmm

2

1

2

1

2

1

p
p

n
n

m
m



4. 线与线的关系

夹角公式:

021  ss21 LL 

21 // LL 021  ss

21

21cos
ss
ss 



C
p

B
n

A
m

L⊥ 

L // 

夹角公式：

0 CpBnAm

sin

5. 面与线间的关系

0 ns

0 ns

ns
ns 


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x

y

z

o 0M

1.

解:设球心为

求内切于平面 x + y + z = 1 与三个坐标面所构成

则它位于第一卦限,且





222

000

111
1zyx

00 331 xx ,1000  zyx

Rzyx  000

因此所求球面方程为

000 zyx 

6
33

33
1 






,),,( 0000 zyxM
四面体的球面方程.

从而

)(半径R

  2222 )
6

33()
6

33(
6

33)
6

33(  zyx

练习题
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因此有

2. 一平面通过两点

垂直于平面∏: x + y + z = 0, 求其方程 .

解:设所求平面的法向量为

,020  CBA 即 CA 2
的法向量 ,0 CBA

CCAB  )(
)0(0)1()1()1(2  CzCyCxC

约去C , 得 0)1()1()1(2  zyx
即 02  zyx

0)1()1()1(  zCyBxA

)1,1,1(1M ,)1,1,0(2 M和

则所求平面

故

,),,( CBAn
方程为 

n
21MMn

且
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3 已知动点 M(x,y,z)到 xOy平面的距离与点M到点
     (1, 1, 2)的距离相等 求点 M的轨迹方程 

222 )2()1()1(||  zyxz

或   z2(x1)2(y1)2(z2)2 

解：根据题意 有

这就是点M的轨迹方程 

(x1)2(y1)24(z1) 

化简得 
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提高题

 1. 已知点A(1, 0, 0)及点B(0, 2, 1) 试在z轴上求一点C 
     使ABC的面积最小  

2 将曲线







xy
zyx 9222

化为参数方程 

3. 求过直线L:






04

05
zx

zyx
zyx 84 且与平面

4


夹成 角的平面方程.012 

4. 求过点 )1,1,1(0M ,1
2:1 






xz
xyL且与两直线








12
43:2 xz

xyL 都相交的直线 L.
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1. 已知点A(1, 0, 0)及点B(0, 2, 1) 试在z轴上求一点C        
使ABC的面积最小  
解:设所求的点为C(0 0 z) 则

因为 

 
kji

kji
2)1(2

120
01 


 zz

z
zBCAC


) ,0 ,1( zAC 


)1 ,2 ,0(  zBC

所以ABC的面积为
 

4)1(4
2
1||

2
1 22  zzBCACS

0
4)1(4

)1(28
4
1

22





zz
zz

dz
dS

5
1z )

5
1 ,0 ,0(C令 得 所求点为 

提高题解答
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2 将曲线







xy
zyx 9222

化为参数方程 

解: 将 yx 代入 x2y2z29  得 2x2z29 即 

1
3)

2
3(

2

2

2

2


zx

tx cos
2

3
 令  则 z3sin t  

故所求参数方程为

tx cos
2

3


ty cos
2

3


 

 z3sin t  


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3. 求过直线 L:






04

05
zx

zyx zyx 84 且与平面

4


夹成 角的平面方程.

解: 过直线L的平面束方程
n

1n
 4
012 

L

1

1

4
cos

nn
nn 




0)4(5  zxzyx 
04)1(5)1(   zyx即

其法向量为

已知平面的法向量为

}.1,5,1{1  n
}8,4,1{ n

222 227
|3|

)1(25)1(9
|88201|



















4
3

.012720  zyx从而得所求平面方程
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  先求交点

4. 求过点 )1,1,1(0M ,1
2:1 






xz
xyL且与两直线








12
43:2 xz

xyL 都相交的直线 L.

解:

21 ,LL将 的方程化为参数方程






















12
43:,

1
2: 21

tz
ty
tx

L
tz
ty

tx
L

L

1L
2L

0M

1M 2M

设L与它们的交点分别为

.)12,43,( 2222  tttM

;, 21 MM

),1,2,( 1111 tttM
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2,0 21  tt

)3,2,2(,)1,0,0( 21  MM

2
1

1
1

1
1:  zyxL

210 ,, MMM

1)12(
1)1(

1)43(
12

1
1

2

1

2

1

2

1












t
t

t
t

t
t

三点共线
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