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1. 曲线的切线

2.曲面的法向量

3.梯度

4.方向导数

5.二元函数的泰勒展开

6.最小二乘法
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空间曲面的切平面与法线方程

空间曲面方程为：  F(x,y,z)=0

曲面 在点 M0( x0, y0, z0)处的切平面方程为

曲面Σ 在点 M0 处的法线方程为
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Fx′(x0, y0, z0)(x- x0)+Fy′(x0, y0, z0)(y- y0)

+Fz′(x0, y0, z0)(z- z0)=0
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 梯度：
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 Hessian矩阵：

 若�(�)具有二阶连续偏导，则
�2�

������
= �2�

������
,

则Hessian矩阵为对称矩阵。
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 方向导数的计算

若函数u=f(x,y,z)在点P0 (x0、y0、z0)处可微，

则函数f在点P0处沿任意方向的方向导数为，

cos cos cosf u u u
l x y z

     
  

   

(cos ,cos ,cos )  

L方向的单位向量

( , , )f f f f
l x y z
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一元函数y=f (x)的泰勒(Taylor)公式，
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nxx )( 0 高阶的无穷小．

可用n次多项式来近似表达函数f(x) ，且误差是

当x→x0时比

下面将考虑用多个变量的多项式来近似表达一个

给定的多元函数，并能具体地估算出误差的大小.
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定理  若函数z=f (x,y)在点P0(x0,y0)的某一邻域ᴜ(P)内

具有直至n+1阶的连续偏导数，点 0 0( + ) ( )x +h, y k U P

则有

( ) ( )0 0 0 0f x + h, y + k = f x , y

 


 
0 0

1 ( ( , ) +
2!

h + k f x y
x y

2)
 
  0 0

1 ( ) ( )
!

n
n+ h + k f x , y + R

n x y

 
 

+1
0 0

1 ( ) ( )
( +1)!

n
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n x y
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二元函数的泰勒(Taylor)公式，

 
 

+( ) ( )0 0h + k f x , y
x y

(1)
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一般地，记号
 
  0 0( ) ( )mh + k f x , y
x y

表示为


  0( )0

mm
p p m - p

m x , yp m - p
p=0

fC h k
x y

0 0 0 0 0 0( ) + 2 ( ) ( )2 2
xx xy yy= h f x , y hkf x , y + k f x , y

其中记号 
 
  0 0( ) ( )h + k f x , y
x y 0 0 0 0( ) ( )x y= hf x , y + kf x , y

利用一元函数的泰勒公式进行证明.

2 
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( ) ( )0 0h + k f x , y
x y
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 一元函数泰勒展开：
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 二元函数泰勒展开：
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 n 元函数泰勒展开：
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求函数� = ��(� + �� + ��)在点M0(0,  1，2)处，
沿向量(2,-1,-1)的方向的方向导数。

在点(1, 2)处，计算多元函数的梯度和Hessian矩阵：
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 解：  空间曲面法向量
设函数�(�, �, �) = �� + �� + �� − �,
则 � = (��, ��, ��) = (��, ��, ��)
设切点为(x0, y0, z0), 则

��

�
=

��

�
=

��

−�
��� + ��� + ��� = �

切点为(1/3,4/3,-1/3),(-1/3,-4/3,1/3)
切面方程为：





设函数�(�, �, �) = �� + �� − �,
则 � = (��, ��, ��) = (��, ��, − �)
切点为(1, 1, 2), 则
n =(2,2,-1)
�(� − �) + �(� − �) − �(� − �) = �

�� + �� − � − � = �

 解：
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 练习：
在点(1, 2)处，计算多元函数的梯度和Hessian矩阵：

 解：
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练习：
求函数� = ��(� + �� + ��)在点M0(0,  1，2)处，
沿向量(2,-1,-1)的方向的方向导数。

 解：  所给向量的方向余弦为( �
�

, − �
�

, − �
�

)

 点M0处的梯度为( �
�

, �
�

, �
�

)

 则M0处，沿所给向量的方向导数为− �
� �








