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(1) 过直线
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的平面束方程

λ1(A 1x+  B1y +  C1z  +D1)+λ2(A 2x+ B 2y +  C2z +D2)=0
(λ1, λ2不全为零）
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6. 相关的几个问题

(2)点M0(x0, y0, z0)到平面  ：A x+B y+C z+D = 0的距离
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的距离为
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(3) 点M0(x0, y0, z0)到直线
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AB


CD


例1、已知四点A(1，-2，3),B(4，-4，-3),C(2，4，3),
在向量 上的投影.D(8，6，6),求向量

解：

Pr CD

AB CDj AB
CD

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AB


CD


例1、已知四点A(1，-2，3),B(4，-4，-3),C(2，4，3),
在向量 上的投影.D(8，6，6),求向量

AB


CD


解： ={3，-2，-6}， ={6，2，3}

Pr CD

AB CDj AB
CD




 


2 2 2
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例2. 若向量a+3b垂直于向量7a-5b，向量a-4b垂直于向量

7a-2b,求a和b的夹角.

(a+3b)·(7a-5b) =0

解：

(a-4b)·(7a-2b) =0 
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例2. 若向量a+3b垂直于向量7a-5b，向量a-4b垂直于向量

7a-2b,求a和b的夹角.

(a+3b)·(7a-5b) = 2 27 | | 16 15 | | 0   a a b b解：

(a-4b)·(7a-2b) = 2 27 | | 30 8 | | 0   a a b b

(1)

(2)

由①及②可得： 2 2

1
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 
a b a b
a b
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  a b b
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a b
a b
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所以
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例3. 
一平行四边形以向量a=(2,1,-1)和b=(1,-2,1)为邻边，求

其对角线夹角的正弦.

两对角线向量为解：

1 3 ,   l a b i j 2 3 2    l a b i j k

1 2| | | 2 6 10 | 140     l l i j k

1 2 3 1 0 2 6 10
1 3 2

i j k
     


 l l i j k

1 2| | 10,   | | 14 l l

所以  1 2

1 2

| |sin
| || |

 


l l
l l

即为所求对角线间夹角的正弦.
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例4. 已知 ( , , ), ( , , ), ( , , )x y z x y z x y za a a b b b c c c  a b c .试证明：

(1) 三向量a,b,c共面的充要条件是 0
x y z

x y z

x y z

a a a
b b b
c c c



( ) ( ) ( )       a b c b c a c a b(2) 三向量a,b,c不共面,则

x y z

x y z

i j k
a b a a a

b b b
 

  
 

= - + - + -y z z y z x x z x y y xa b a b i a b a b j a b a b k
  

（ ） （ ） （ ）

 C= - C + - + -y z z y x z x x z y x y y x ya b a b a b a b a b C a b a b C 
  

（ ） （ ） （ ） （ ）

x y z

x y z

x y z

a a a
b b b
C C C



证(1):

则

 , ,Ca b
  

   若 共面，则有  a b
 

 C


与 是垂直的.
   从而  C 0,a b  

  
（ ）    反之亦成立.
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证(2):  C
x y z

x y z

x y z

a a a
a b b b b

C C C
  
  

（ ）

a
x y z

x y z

x y z

b b b
b C C C C

a a a
  
  

（ ）

 b
x y z

x y z

x y z

C C C
C a a a a

b b b
  

  
（ ）

由行列式性质可得:

 
x y z x y z x y z

x y z x y z x y z

x y z x y z x y z

a a a b b b C C C
b b b C C C a a a
C C C a a a b b b

 

C a ( b a b b C C a       
        

（ ） （ ） ）故
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例5.叉积的几何意义：
      四面体的顶点在 (1,1,1), (1,2,3), (1,1,2) 和 (3,-1,2), 求

四面体的表面积.

设四顶点依次取为A, B, C, D.解：

{0,1, 2},   {2, 2,1}AB AD  
 

则由A，B，D三点所确定三角形的面积为

1
1 1| | | 5 4 2 |
2 2

    
 

S AB AD i j k

同理可求其他三个三角形的面积依次为
1 , 2, 3
2

故四面体的表面积
1 3 52 3
2 2

S    

3 5
2


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例6. 设四面体的顶点为A(1,1,1),B(2,1,3),C(3,5,4)及D(5,5,5) 
求该四面体的体积.

设四面体的底为∆BCD解：

从A点到底面∆BCD的高为h,则
1
3   BCDV S h

h 为A到底∆BCD所在的平面的距离

 写出底所在平面的方程

   计算点到平面的距离
                                      


222 CBA 

|Ax0+By0+Cz0+D|
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例6. 设四面体的顶点为A(1,1,1),B(2,1,3),C(3,5,4)及D(5,5,5) 
求该四面体的体积.

设四面体的底为∆BCD解：

从A点到底面∆BCD的高为h,则
1
3   BCDV S h

 而 1 1 94 8
2 2 2       
    

BCDS BC BD i j k

又∆BCD所在的平面方程为: 4 8 15 0x y z   

 则 4 1 8 15 4
316 1 64

h
  

 
     故 1 9 4 2

3 2 3
V    
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例7. 求满足下列各组条件的直线方程：

(1) 经过点(2,-3,4)且与平面3x-y+2z-4=0垂直；

(2) 过点(0,2,4) ，且与两平面y-3z=2和x+2z=1平行；

3 1
2 1 3
x y z 
 


(3) 过点(-1,2,1) ，且与直线 平行.

可取直线的方向向量为

s={3，-1，2}

故过点（2，-3，4）的直线方程为

2 3 4
3 1 2
x y z  

 


解(1)
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所求直线平行两已知平面，

且两平面的法向量 n1与n2不平行，

故所求直线平行于两平面的交线，

于是直线方向向量

1 2 1 0 2 { 2,3,1}
0 1 3

    


i j k
s n n

故过点（0，2，4）的直线方程为

2 4
2 3 1
x y z 
 



解(2)

(2) 过点(0,2,4) ，且与两平面y-3z=2和x+2z=1平行；
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所求直线与已知直线平行，

s={2，-1，3}

故过点（-1，2，1）的直线方程为

1 2 1
2 1 3
x y z  

 


故其方向向量可取为

解(3)

3 1
2 1 3
x y z 
 


(3) 过点(-1,2,1) ，且与直线 平行.
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所以直线与平面平行而不包含. 

因为直线的方向向量为s={-2，-7，3}
平面的法向量   n={4，-2，-2}，
所以 ( 2) 4 ( 7) ( 2) 3 ( 2) 0           s n

于是直线与平面平行.
又因为直线上的点M0(-3，-4，0)代入平面方程有

4 ( 3) 2 ( 4) 2 0 4 3         
 

故直线不在平面上.

解(1)

例8. 试确定出下列各题中直线与平面间的关系：

3 4(1)
2 7 3

x y z 
 

 
和4x-2y-2z=3
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因直线方向向量s等于平面的法向量，

因为3 1 1 1 ( 4) 1 0      

而直线上的点（2，-2，3）在平面上.

故直线垂直于平面.

故直线在平面上

(2)
3 2 7
x y z
 
 和3x-2y+7z=8

2 2 3(3)
3 1 4
x y z  

 


和x+y+z=3

解(2)

解(3)
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2 3 0
2 0

x y z
x y z
   

    

例9. 
求过点(1,-2,1)且垂直于直线 的平面方程.

直线的方向向量为

1 2 1 2 3
1 1 1

   


i j k
i j k

解：

取平面法向量为{1，2，3}，

故所求平面方程为

1 ( 1) 2( 2) 3( 1) 0x y z      

即     x+2y+3z=0.
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2 3 3, 3 2 1 0x y z x y z      
例10. 
     求过点M(1,-2,3)和两平面

的交线的平面方程.

设过两平面的交线的平面束方程为解：

2 3 3 ( 3 2 1) 0,x y z x y z        其中λ为待定常数，

又因为所求平面过点（1，-2，3）

故 2 1 3 ( 2) 3 3 (1 3 ( 2) 2 3 1) 0             

解得λ=-4.

故所求平面方程为

2x+15y+7z+7=0


