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1、空间直角坐标系

一、重要知识点

(1)空间直角坐标系共有三个坐标面，八个卦限

(2)空间两点M1 (x1、y1、z1)、M2 (x2、y2、z2)间距离

      .2
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特殊地：若两点M(x,y,z),O(0,0,0)间距离为

OMd  .222 zyx 



华南师范大学

1. 在空间直角坐标系中，定出下列各点的位置：

A(1,2,3)          B(-2,3,4)        C(2,-3,-4)        

解：

D(3,4,0)          E(0,4,3)          F(3,0,0)
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A(1,2,3)          B(-2,3,4)        C(2,-3,-4)        
D(3,4,0)          E(0,4,3)          F(3,0,0)

 点D在xOy面上；点E在yOz面上；点F在x轴上.
点A在第Ⅰ卦限；点B在第Ⅱ卦限；点C在第Ⅷ卦限
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2.xoy坐标面上的点的坐标有什么特点？

yoz面上的呢？

zox面上的呢？

在zOx面上的点，y=0.

在xOy面上的点，z=0;
在yOz面上的点，x=0;

解：
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y轴上的点，x=z=0;

3. 对于x轴上的点，其坐标有什么特点? y轴上的点呢?
z轴上的点呢?

x轴上的点，y=z=0;

z轴上的点，x=y=0.

解：
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4. 求下列各对点之间的距离：

2 2 2(1) 2 3 4 29s    

2 2 2(2) 2 ( 3) ( 4) 29s      

2 2 2(3) (1 2) (0 3) (3 4) 67s       

2 2 2(4) ( 2 4) (1 2) (3 3) 3 5s        

解：

(1)(0,0,0),(2,3,4)           (2)(0,0,0),(2,-3,-4)

(3) (-2,3,-4),(1,0,3)        (4)(4,-2,3),(-2,1,3)
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点 (4，-3，5)到x轴，y轴，z轴的垂足分别为

2 2 2
0 4 ( 3) 5 5 2s     

2 2 2(4 4) ( 3 0) (5 0) 34xs        

2 2 24 ( 3 3) 5 41ys      

2 2 24 ( 3) (5 5) 5zs      

故  .

（4，0，0），（0，-3，0），（0，0，5）.

5. 求点(4,-3,5)到坐标原点和各坐标轴间的距离.

解：
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设此点为M（0，0，z），则

2 2 2 2 2 2( 4) 1 (7 ) 3 5 ( 2 )z z        
14
9

z 解得   

6. 在z轴上求一点，使该点与两点A(-4,1,7)和B(3,5,-2)

等距离.

即所求点为M（0，0，    ).
14
9

解：
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7. 试证:以三点A(4,1,9),B(10,-1,6),C(2,4,3)为顶点的三角形

是等腰直角三角形.

因为|AB|=|AC|=7.且有

|AC|2+|AB|2=49+49=98=|BC|2.

故△ABC为等腰直角三角形.

证：
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向量

向量的运算
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1、向量:既有大小又有方向的量，

2、向量的线性运算

(1)向量的几何表示法 
(2)向量的坐标表示法 

(1)向量的几何运算法 
 1)向量的加法、减法、

平行四边形法、三角形法。

2)向量与数的乘法

b
a

ba 
M

N

b
a

ba 

ar向量 与数l的乘积是一个向量

一、重要知识点
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加减:
数乘:
点积:

),,( zzyyxx babababa 

),,( zyx aaaa llll 

zzyyxx babababa 

叉积:
kji

xa ya za

xb yb zb
ba

设 a =(ax, ay , az)      b = (bx , by , bz)  则

3. 向量关系


x
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b
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0 zzyyxx bababa

ba //

ba  0ba

0ba

 (2) 向量的坐标运算



华南师范大学

 4、数量积在几何中的应用

(1) 求 a 在 b 上的投影.

|b|
baab


Prj zzyyxx bababa 


222
zyx bbb 

(2) 求两向量 a, b 的夹角

|a||b|
baθ 

cos zzyyxx bababa 


222
zyx bbb  222

zyx aaa
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1. 验证: ( ) ( ) a + b c = a b + c

证明：利用三角形法则得证.见图

解：2 3 2( 2 ) 3( 3 )       u v a b c a b c

5 11 7  a b c

2 2 4 3 9 3     a b c a b c

2. 设u=a-b+2c,v=-a+3b-c.试用a,b,c表示2u-3v
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4. 设向量OM
r

的模是4，它与投影轴的夹角是60°求这向量

在该轴上的投影.

Pr j cos 60uOM OM 
r r

设M的投影为M’，则解：
14 2
2

  

5. 一向量的终点为点B(2,-1,7),它在三坐标轴上的投影

依次是4,－4和7，求这向量的起点A的坐标.

设此向量的起点A的坐标A(x, y, z)，则解：

{4, 4,7} {2 , 1 ,7 }AB x y z      
r

解得  x=-2, y=3, z=0

故A的坐标为  A(-2, 3, 0).
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1(4,0,5)P 2 (7,1,3)P6. 一向量的起点是 ，终点是 ，试求:

1 2PP
r

1 2PP
r

1 2PP
r

1 2PP
r

(1) 在各坐标轴上的投影； 

的模；

的方向余弦； 

方向的单位向量.

(2) 

(3) 

(4) 

1 2Pr j 3,x xa PP 
r

1 2Pr j 1,y ya PP 
r

1 2Pr j 2.z za PP  
r

解:(1)
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2 2 2
1 2 (7 4) (1 0) (3 5) 14PP       
r

1 2

3cos
14

xa
PP

  r

1 2

1cos
14

ya

PP
  r

1 2

2cos
14

za
PP

 
 r

(2) 

(3) 

   

   

1 2
0

1 2

3 1 2{ , , }
14 14 14

PP
PP


 
r
re(4) 

3 1 2
14 14 14

  i j k
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1 2 3(1, 2,3), ( 2,3, 4), (3, 4,5)   F F F7. 三个力 同时作用于一点，

求合力R的大小和方向余弦.

解：

2 2 2| | 2 1 4 21   R
2cos ,       
21

 

R=（1-2+3，2+3-4，3-4+5）=（2，1，4）

4cos .
21

 

1cos ,   
21
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, ,a b ce e e

8. 求出向量a=i+j+k,b=2i-3j+5k和c=-2i-j+2k的模，

并分别用单位向量 来表达向量a,b,c.
2 2 2| | 1 1 1 3   a

2 2 2| | 2 ( 3) 5 38    b

2 2 2| | ( 2) ( 1) 2 3     c

解：

3 ,     38 ,     3 .   a b c  a e b e c e
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9. 设m=3i+5j+8k,n=2i-4j-7k,p=5i+j-4k求向量a=4m+3n-p

在x轴上的投影及在y轴上的分向量.

a=4(3i+5j+8k)+3(2i-4j-7k)-(5i+j-4k)

在x轴上的投影ax=13,

解：

在y轴上分向量为7j.

=13i+7j+15k
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π
3

π .
4

10. 已知单位向量a与x轴正向夹角为 ，与其在xoy平面

上的投影向量的夹角为 试求向量a.

解：设 { , , }x y za a a a
r

则有

cos ( 1, 1)
3 x

a i a a i
a i

 
   



r r
r r

1
2xa 

      

求得

a
r

b
r

{ , ,0}x yb a a
r

设 在xoy面上的投影向量为 , 则有

则
2 2

2 2

2cos
4 2

a b ax ay
a b ax ay

  
  

 

r r
r r

2 1
4ya 

1
2ya  则    求得
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1,a 
r

2 2 2 1x y za a a  则

1 1 2{ , , }
2 2 2

a  
r 1 1 2{ , , }

2 2 2
    从而求得 或
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OP
r

2 3 6, , .
7 7 7

12. 已知点P到点A(0,0,12)的距离是7， 的方向余弦是

求点P的坐标.

设P的坐标为（x, y, z）, 2 2 2 2| | ( 12) 49PA x y z    
r

解：

得 2 2 2 95 24x y z z    

1 22 2 2

6 570cos     6,   
7 49

z z z
x y z

     
 

1 22 2 2

2 190cos     2,   
7 49

x x x
x y z

     
 

1 22 2 2

3 285cos     3,   
7 49

y y y
x y z

     
 

又

故点P的坐标为P（2，3，6）或
190 285 570( , , )
49 49 49

P
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2π ,
3

 13. 已知a,b的夹角 且|a|=3,|b|=4,  计算:

(1)   a∙b (2)   (3a-2b)∙(a+2b)

.
a·b = cos | | | | a b

2πcos 3 4
3

  

解(1)

(3 2 ) ( 2 ) 3 6 2 4          a b a b a a a b b a b b
2 23 | | 4 4 | |   a a b b

61. 

23 3 4 ( 6) 4 16      

解(2)

1 3 4 6
2
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14. 已知a=(4,-2,4),b=(6,-3,2)计算:

(3)  |a-b|2 (1)   a∙b (2)   (3a-3b)∙(a+b)

解(1) 4 6 ( 2) ( 3) 4 2 38         a b

(2 3 ) ( ) 2 2 3 3          a b a b a a a b a b b b
2 22 | | 3 | |   a a b b

2 36 38 3 49 113      

2 2 2 2 2 22 [4 ( 2) 4 ] 38 3[6 ( 3) 2 ]         

2| | ( ) ( ) 2          a b a b a b a a a b b b

36 2 38 49 9    

2 2| | 2 | |   a a b b

解(2)

解(3)
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15. 已知a=3i+2j-k,b=i-j+2k,求:  
(1)  a×b; (2)  2a×7b  ; (3) 7b× 2a ;

(4) a×a ;  

解(1) 3 2 1
1 1 2

i j k 
    
  

a b
2 1 1 3 3 2
1 2 2 1 1 1

 
  
 

i j k

3 7 5  i j k

2 7 14( )  a b a b 42 98 70  i j k解(2) 

7 2 14( )  b a b a 42 98 7014( )     a b i j k解(3) 

0a a解(4) 
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16 已知向量 a和b互相垂直，且|a|=3,|b|=4,  计算:

(1)  |(a+b) × (a-b) | (2)  |(3a+b) × (a-2b) | 

| ( ) ( )  a b a b

π2 | | | | sin 24
2

   a b

| 2( ) |  a b

| |       a a a b b a b b解(1) 

| (3 ) ( 2 ) |  a b a b

π7 3 4 sin 84
2

    

| 7( ) | b a

| 3 6 2 |       a a a b b a b b解(2) 


