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一、空间直角坐标系

二、两点间的距离

三、小结 思考题

第一部分  空间直角坐标系
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一、空间直角坐标系

1. 空间直角坐标系的基本概念              

过空间一定点 o ,由三条互相垂直的数轴

组成一个空间直角坐标系oxyz.
x横轴

y 纵轴

z 竖轴

定点o

即以右手握住z轴， 当右手的四个手指从正向x轴以 

转向正向y轴时，

2

角

指向就是z轴的正向.

按右手规则

大拇指的度，
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Ⅶ x

yo

z

xoy面

yoz面
zox面

空间直角坐标系共有三个坐标面

Ⅰ

Ⅱ

Ⅲ

Ⅳ

Ⅴ
Ⅵ

Ⅷ

八个卦限



华南师范大学

空间的点M 有序数组 ),,( zyx   11

)0,0,0(O

),,( zyxM

x

y

z

o
)0,0,( xP

)0,,0( yQ

),0,0( zR

)0,,( yxA

),,0( zyB

),,( zoxC

坐标轴上的交点P,Q,R

坐标面上的交点A,B,C

在直角坐标系下 称为点 M 的坐标

过点M作三个平面分别垂直于三条坐标轴 

     坐标原点
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2. 空间两点间距离公式

过M1、 M2各作三个分别垂直于三条坐标轴的平面

?21  MMd

设M1 (x1、y1、z1)、M2 (x2、y2、z2)为空间两点

这六个平面围成一个以M1、M2为对角线的长方体.

21 NMM
PNM1

在直角

及直角

使用勾股定理知

中，

2 2 2
1 2= M P + PN + NM

2
2

2
1 NMNM2 d
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,121 xxPM 

,12 yyPN 

,122 zzNM 

2
2

22
1 NMPNPMd 

      .2
12

2
12

2
1221 zzyyxxMM 

特殊地：若两点分别为 ,),,( zyxM )0,0,0(O
OMd  .222 zyx 

空间两点间距离公式
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例 4 求证以 )1,3,4(1M 、 )2,1,7(2M 、 )3,2,5(3M  

三点为顶点的三角形是一个等腰三角形. 

解: 2
21MM ,14)12()31()47( 222 

2
32MM ,6)23()12()75( 222 

2
13MM ,6)31()23()54( 222 

32MM ,13MM 原结论成立.

例1.
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P在 x轴上，它到 )3,2,0(1P 的距离为

到点 )1,1,0(2 P 的距离的两倍，求点 P的坐标. 

解: 设P点坐标为 ),0,0,( x因为P在x轴上，

1PP   222 32 x ,112  x

2PP   222 11 x ,22  x

1PP ,2 2PP 112  x 22 2  x
,1 x 所求点为 ).0,0,1(),0,0,1( 

例2. 设
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空间直角坐标系 

空间两点间距离公式:

（轴、面、卦限）

     2
12

2
12

2
1221 zzyyxxMM 

3. 小结
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  空间直角坐标系

习题
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1、空间直角坐标系

一、重要知识点

(1)空间直角坐标系共有三个坐标面，八个卦限

(2)空间两点M1 (x1、y1、z1)、M2 (x2、y2、z2)间距离

      .2
12

2
12

2
1221 zzyyxxMM 

特殊地：若两点M(x,y,z),O(0,0,0)间距离为

OMd  .222 zyx 
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1. 在空间直角坐标系中，定出下列各点的位置：

 点D在xOy面上；点E在yOz面上；点F在x轴上.
点A在第Ⅰ卦限；点B在第Ⅱ卦限；点C在第Ⅷ卦限

2.xoy坐标面上的点的坐标有什么特点？yoz面上的呢？

zox面上的呢？

在zOx面上的点，y=0.

在xOy面上的点，z=0;
在yOz面上的点，x=0;

A(1,2,3)          B(-2,3,4)        C(2,-3,-4)        

二、习题解答7—1

解：

解：

D(3,4,0)          E(0,4,3)          F(3,0,0)
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y轴上的点，x=z=0;

3. 对于x轴上的点，其坐标有什么特点? y轴上的点呢?
z轴上的点呢?

x轴上的点，y=z=0;

z轴上的点，x=y=0.

解：
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4. 求下列各对点之间的距离：

2 2 2(1) 2 3 4 29s    

2 2 2(2) 2 ( 3) ( 4) 29s      

2 2 2(3) (1 2) (0 3) (3 4) 67s       

2 2 2(4) ( 2 4) (1 2) (3 3) 3 5s        

解：

(1)(0,0,0),(2,3,4)           (2)(0,0,0),(2,-3,-4)

(3) (-2,3,-4),(1,0,3)        (4)(4,-2,3),(-2,1,3)



华南师范大学

点 (4，-3，5)到x轴，y轴，z轴的垂足分别为

2 2 2
0 4 ( 3) 5 5 2s     

2 2 2(4 4) ( 3 0) (5 0) 34xs        

2 2 24 ( 3 3) 5 41ys      

2 2 24 ( 3) (5 5) 5zs      

故  .

（4，0，0），（0，-3，0），（0，0，5）.

5. 求点(4,-3,5)到坐标原点和各坐标轴间的距离.

解：
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设此点为M（0，0，z），则

2 2 2 2 2 2( 4) 1 (7 ) 3 5 ( 2 )z z        
14
9

z 解得   

6. 在z轴上求一点，使该点与两点A(-4,1,7)和B(3,5,-2)

等距离.

即所求点为M（0，0，    ).
14
9

解：
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7. 试证:以三点A(4,1,9),B(10,-1,6),C(2,4,3)为顶点的三角形

是等腰直角三角形.

因为|AB|=|AC|=7.且有

|AC|2+|AB|2=49+49=98=|BC|2.

故△ABC为等腰直角三角形.

证：
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1.设点A 位于第一卦限,
角依次为 ,, 43

 求点 A 的坐标 . 

向径 OA 与 x 轴 y 轴的夹 

,6AO且

2. 设 求以向量

平行四边形的对角线的长度 . 

为边的nm ,,2 kjn ,jim 

3.求解以向量为未知元的线性方程组

ayx   35

byx
  23

.211,212 ），，（），，（  ba


其中

①

②

提高题
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4. (1) 在 z 轴上求与两点 )7,1,4(A 等距及 )2,5,3( B

(2) 求在 xoy 面上与A , B等距离之点的轨迹方程?

(3) 求在空间与A , B 等距离之点的轨迹方程 ?

离的点 . 

 
5. 设在坐标系[O i j k]中点A和点M的坐标依次为


OM

点M的坐标为___________

(x0 y0 z0)和(x y z) 则在[A i j k]坐标系中 

向量         的坐标为___________ 
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1.设点A 位于第一卦限,

解: 已知

角依次为 ,, 43
 求点 A 的坐标 . 

,, 43
   则

 222 coscos1cos  4
1

因点 A 在第一卦限 ,故 ,cos 2
1 于是

(6 ,2
1 ,2

2 )2
1 )3,23,3(

故点 A 的坐标为 .)3,23,3(

向径 OA 与 x 轴 y 轴的夹 

,6AO且

OA OAAO

提高题解答
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2. 设 求以向量

的平行四边形的对角线的长度 . 

该平行四边形的对角线的长度各为 11,3

 对角线的长为解：

为边

m
n

nm ,

|,| nm  || nm 

)1,1,1(  nm
)1,3,1(  nm

3|  nm

11|  nm

,2 kjn ,jim 
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3. 求解以向量为未知元的线性方程组

ayx   35

byx
  23

.211,212 ），，（），，（  ba


其中

解: 

①

②

2×① －3×② , 得

bax
 32  )10,1,7( 

代入②得

)3(
2
1 bxy

  )16,2,11( 
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4. (1) 在 z 轴上求与两点 )7,1,4(A 等距

解: (1)设该点为 ,),0,0( zM ,BMAM 因为

                           2)4( 21 2)7( z                          23 25 2)2( z

解得 ,9
14z 故所求点为

及 )2,5,3( B

.),0,0( 9
14M

(2) 在 xoy 面上求与A , B等距离之点的轨迹方程?

(3) 在空间求与A , B 等距离之点的轨迹方程 ?

离的点. 
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(2) 设动点为 ,)0,,( yxM 利用 ,BMAM  得

,028814  yx

(3) 设动点为 ,),,( zyxM 利用 ,BMAM  得

014947  zyx

且 0z
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 5.设在坐标系[O i j k]中点A和点M的坐标依次为


OM

点M的坐标为_________________

(x0 y0 z0)和(x y z) 则在[A i j k]坐标系中 

向量    的坐标为_____________ 

 解:

) , ,( zyxOM 


   自由向量与起点无关 它
在某一向量上的投影不会因

起点的位置的不同而改变 

x

o y

z

),,( 000 zyxA

),,( zyxM

x

o y

z

A

M(xx0 yy0 zz0)
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向量

向量的运算
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第二部分 向量及其运算

一、向量及其线性运算

二、向量的坐标表示

三、向量的数量积与向量积

四、小结   提高题
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　既有大小又有方向的量，称为向量，（或称为矢量.）

1. 向量

2. 向量的几何表示法 

　 用一条有方向的线段来表示向量.

以线段的长度表示向量的大小, 
A

B
a

以A为起点, B为终点的向量, 记为   ,a

向量AB的大小叫做向量的模. 记为 ||AB|| 或      .|||| a

有向线段的方向表示向量的方向.

a,AB

一、向量及其运算

（一）向量的概念
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3. 向量的相等

只有大小、方向,而无特定起点的向量. 

,ba


与当向量 大小相等且方向相同,

a b


称 与 相等.  记作

特别: 模为1的向量称为单位向量.

模为0的向量称为零向量.

方向是任意的.

4. 自由向量 在空间中可以任意平移.
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5. 负向量：大小相等但方向相反的向量. a

6. 平行向量：方向相同或相反的两个非零向量.

记作 ba//



华南师范大学

（二）向量的线性运算

1. 向量的加法

定义1　设a、b为两个(非零)向量，

使它们的始点重合于M,

以点M为一端的对角线向量

把a、b平行移动

并以a、b为邻边作平行四边形，

MN 定义为a、b的和，

记为   a+b
M

N

这种方法，叫做平行四边形法则:

三角形法则:
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特殊地：若 a  ‖ b


c |||||| bac
 

分为同向和反向

c

|||||| bac
 
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三角形法则可推广到多个向量相加 .
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2. 向量的减法

三角不等式

b a
 

特别当 时,有

定义2　设a、b为两个(非零)向量，a的逆向量为-a,

称向量b与-a的和为向量b与向量a的差.

即

任何向量与零向量的和与差都等于该向量自己. 
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交换律

结合律

向量加法的性质：

0a + = a 0( )a + -a
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设λ是一个数，

,0)1(  a 与a同向， |||| aa   

,0)2(  0
 a

,0)3(  a 与a反向， |||||| aa   

3. 向量与数的乘法

规定为

定理1. 设 a 为非零向量 , 则

a∥b

定义3　 a→向量  与λ的乘积 是一个向量a→λ
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向量与数量乘法的性质 （、为实数)

( ) = ( )λ μa λμ a

( )λ + μ a = λa + μa

( )λ a + b = λa + λb

(结合律)

 (分配律)

(分配律)

设 ea 是方向与a相同的单位向量， a
ae =
a

则

一个非零向量除以它的模就得到与它同向的单位向量.
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例1. 设 M 为

解:

ABCD 对角线的交点,

b


a


试用    和    表示 , , , .MA MB MC MD
   

  1 ( )
2

MD = b - a
  1 ( )

2
MC = a + b ,

  1 ( )
2

MB = - b - a
  1 ( )

2
MA = - a + b ,


2= - MB


2= MD


= BD

 
b - a




2- MA


2= MC

AC

 
a + b

   
AB = a, AD = b
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(1) 空间两向量的夹角

,0
 a ,0


b

向量a与向量 b

的夹角  

),( ba
 ),( ab 

类似地，可定义向量与一轴或空间两轴的夹角.
特殊地，当两个向量中有一个零向量时，规定

 0( )

二、向量的坐标表示

任取空间一点O，作 bOBaOA


 , 称为AOB
a

b


O A

B

它们的夹角可在0与π之间任意取值.
当a与b同向时 φ =0 ， 当a与b反向时φ=π  

1. 向量在轴上的投影
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(2)   点A在轴上的投影

x

  过点A作轴x的垂直平面，

即为点A在轴x上的投影.

A交点

点A和A之间的距离称为点A到x轴的距离。
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(3)  向量        在轴上的投影

x

xPrj AB


.BA 

BA ,

BA 

已知向量的起点A和终点B

在轴x上的投影分别为

那么轴x上的有向线段

称为向量在轴x上的投影. 

的值，

AB


是一个数量

x轴叫做投影轴.
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(4) 关于向量的投影的性质：

xB 
xPrj AB


'x
Prj AB




cos|| AB

定理1

xPrj AB


| | cosAB 


AB 向量 在轴x 上的投影等于向量的模乘以轴

与向量的夹角的余弦：

证: 过A作与x轴平行，且有相同正向的x轴,

则x轴与向量 AB间的夹角

等于x轴与向量 AB 间的夹角
从而有

" AB

xA

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1 2 1 2( ) .x x xPrj a a Prj a Prj a  
   

A

A
B

B

C

C
x1a 2a

定理2
向量在该轴上的投影之和.

两个向量的和在轴上的投影等于两个

证: 设有两个向量a1、a2及某x轴。 如图

( + )x 1 2Prj a a

 = A C= AC


xPrj

= (AB + BC)
 

xPrj

而 1 2+x xPrj a Prj a

 = A C   = A B + B C

= +
 

x xPrj AB Prj BC

所以 1 2 1 2( ) .x x xPrj a a Prj a Prj a  
   
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注意： ( ) .x xPrj a Prj a 
 

定理2  可推广到有限个向量的情形，即

( ) x 1 2 n x 1 x 2 x nPrj a + a + + a = Prj a + Prj a + + Prj a
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(1) 向量的分解

在空间直角坐标系下,

则

沿三个坐标轴方向的分向量.

设点 M 的坐标为M(x,y,z),

此式称为向量r 的坐标分解式 ,

任意向量r 可用向径OM 表示.

2. 向量的坐标表示


OA = x i,


OB = y j,


OC = z k

分别表示沿x、y、z轴正向的单位向量，

x、y、z三个数是向量r 在三条坐标轴上的投影.

  
xi , y j , zk 称为向量r  
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一般地，设向量


1 2a = M M ,M1、, M2的坐标分别为

M1 (x1、y1、z1) 及 M2 (x2、y2、z2)，

如图
  

1 2 2 1 2 1M M = OM - OM = r - r

2 2 2 2r = x i + y j + z k

1 1 1 1r = x i + y j + z k
所以    


1 2 2 2 1 1 12a = M M = x i + y j + z k - x i + y j + z k

     2 1 2 1 2 1= x - x i + y - y j + z - z k

上式称为向量


1 2M M 按基本单位向量的分解式

三个数量是向量

2 1 2 1 2 1x y za = x - x ,a = y - y ,a = z - z


1 2a = M M 在三个坐标轴上的投影.

也可写成 x y za = a i + a j + a k.
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(2)  向量的坐标表示

},,,{ zyx aaaa 
zyx a,a,aa向量       在三个坐标轴上的投影

a叫做向量      的坐标，表示为：

三个单位向量表示为

(0,0,1)k(1,0,0)i (0,1,0)j

1 2M M 2 1, 2 1 2 1= ( - - , - )x x y y z z向量的坐标为

,x-a 1x 2x ;2 1z z-a z,y-a 1y 2y

kzyx ajaia 

起点M1 (x1、y1、z1) ，终点 M2 (x2、y2、z2)，

零向量的坐标表示式为 O=(0,0,0)

向径

OM 的坐标就是终点M的坐标，  


OM = x, y,z



华南师范大学

                     一向量的终点在点B(2 1 7) 它在x轴、y轴和z

解得 x2 y3 z0 点A的坐标为A(2 3 0) 

解: 设点A的坐标为(x y z) 由已知得

例2. 

轴上的投影依次为4 4 7 求这向量的起点A的坐标 







2-x=4

-1-y=-4

7-z=7
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(3)向量的模与方向余弦的坐标表示

则有

对两点M1 (x1，y1，z1) 及 M2 (x2，y2，z2) 有

10.向量的模

1 2| |M M


20. 方向角

向量 ( ) 0
r = x, y, z 与三坐标轴的夹角 ,  ,   

为方向角.
并规定  0 α π,  0 β π,  0 γ π.

、

、

 

作
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称为其方向余弦. 

方向余弦的性质:

30. 方向余弦的坐标表示

2 2 2cos + cos + cos = 1α β γ

cos cos cos、 、α β γ 表示向量 r 的方向，

2 2 2

x

x y z

a
=

a + a + a

由任一向量r的方向余弦所组成的向量  cos ,cos ,cosα β γ
是单位向量

2 2 2

y

x y z

a
=

a + a + a

2 2 2

z

x y z

a
=

a + a + a
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例3. 已知两点 和

的模 、方向余弦、方向角和单位向量. 

解:

计算向量

1- ,
2

1 ,
2

2-
2

cos =α

1 2 =M M

1 2

1 1 2= (- , , - )
2 2 2M Me

=(
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例4. 从点A (2,-1,7)沿向量 = 8 + 9 -12a i j k的方向取线段AB

使 = 34,

AB 求点B的坐标.

解: 设点B的坐标为(x,y,z), 则

     2 1 7

AB = x - i + y + j + z - k ,按题意可知

AB 上的单位向量与a上的单位向量相等，

即 AB ae = e

而 = 34,

AB 2 2 2= 8 + 9 + (-12) = 17a

所以
- 2 +1 - 7= + +

34 34 34


AB
AB x y ze = i j k
AB

8 9 12= = + +
17 17 17a

ae i j k
a
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- 2 8=
34 17

x

+ 1 9=
34 17

y

- 7 12= -
34 17

z

= 18, = 17, = -17 x y z解得                           

所以，设点B的坐标为(18,17,-17),

比较以上两式，得
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},,,{ zyx aaaa  },,,{ zyx bbbb 


ba




a

kbajbaiba zzyyxx


)()()( 

kbajbaiba zzyyxx


)()()( 

.)()()( kajaia zyx




设：

则

},,{ zzyyxx bababa 

},,{ zzyyxx bababa 

},,{ zyx aaa 

a + b = (ax i + ay j + az k ) + (bx i + by j + bz k )ba




40. 用坐标进行向量的运算
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 ,2 2 3 4 5a = i - j + k,b = i + j - k例5.　 求3a-b方向的单位向量

解: 因为    = 3 = 3 2 + 2 - 3 + 4 - 5c a - b i - j k i j k

= 3 - 7 +11i j k

于是 2 2 2= 3 + (-7) + (11) = 179c

所以 c
ce =
c

（ ）
1= 3 - 7 +11
179

i j k3
3

a - b=
a - b
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解: pnma   34

)853(4 kji


 )742(3 kji




)45( kji


 ,15713 kji




在x轴上的投影为 13xa ,

在 y轴上的分向量为 j


7 .

例6.设
   = 3 + 5 + 8 ,m i j k

   = 2 - 4 - 7 ,n i j k
   = 5 + - 4 ,p i j k

   a = 4m + 3n - p,求向量 在x 轴上的投影及在y轴上的

分向量.
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三、 向量的数量积与向量积

例如: 设力F 作用于某物体上, 物体有一段位移S , 

解: 由物理知, 与位移平行的分

力作功, 与位移垂直的分力不作

功. 于是

W=|F |cos   |S | = |F | |S | cos



F

A s B
θ）

1. 两向量的数量积

求功的表示式.
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设有两个向量 a、b, 它们的夹角为,

即:   a  b = |a| |b| cos

(1) 定义4:

将数值|a ||b|cos 称为a与b的数量积 (内积或 点积 ),

因其中的|b| cos是向量b在向量a的方向上的投影，

故

 aa b = a Prj b

  ba b = b Prj a

同样                            

记作 a  b .
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(1) 交换律     a  b = b  a  

(2) 分配律     (a + b)  c = a  c +  b  c

(3) 数量积满足如下结合律:

           ( a)  b = a  ( b) =  (a  b),     为实数

(2). 数量积的运算性质：

(4) a  a  0 ， a = 0且a  a = 0

由数量积的定义，容易得出下面的结论：

(1)  a  a = | a |2 

(2) 两个非零向量a , b 垂直,　 　a  b = 0
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(3). 数量积的坐标表示式

设 a = (ax, ay , az),    b = (bx , by , bz),  则

a  b = (ax i + ay j + az k )  (bx i + by j + bz k )

= ax i  (bx i + by j + bz k ) + ay j  (bx i + by j + bz k )  
+ az k  (bx i + by j + bz k )

= ax  bx i  i + ax by i  j + ax bz i  k  
+ ay  bx j  i +ay by j  j + ay bz j  k 
+ az bx k  i + az by k  j + azbz k  k 

= ax  bx + ay by + az bz

得公式: a  b = ax  bx + ay by + az bz (1)

因为 i、j、k 互相垂直, 所以 i  j = j  k = i  k  = 0

即两向量的数量积等于它们同名坐标的乘积之和.
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推论: 两个非零向量

a =(ax, ay , az), b = (bx , by , bz)垂直

ax  bx + ay by + az bz = 0
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(4). 数量积在几何中的应用

设 a =(ax, ay , az),    b = (bx , by , bz), 

(1) 求 a 在 b 上的投影.

Prjba = | a | 


cos( )a, b

由a  b= |b | |a |  

(2)

已知:

=|b |  Prjba        得
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(2) 求两向量 a, b 的夹角

由 | a | | b |cos = a  b, 知 

(3)
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解: ba
 )1( 2)4()2(111  .9

222222cos)2(
zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa






323

9-




ajbba b
 Pr||)3(  .3

||
Pr 




b
baajb 


 .
4

3,
2

1


{ },
a 1,1,-4 }2,2,1{ b





；a b a b

 a b


例7. 已知

求（1） （2） 与 的夹角； 在 上的投影.（3）
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已知三点 M (1, 1, 1), A(2, 2, 1)和B(2, 1, 2), 

AMB即为向量MA与MB的夹角. 

MA= (1, 1, 0),       MB = (1, 0, 1)

得 cosAMB= MA MB
| MA || MB |

  

2 2 2 2 2 2

1 1 + 1 0 + 0 1 1= =
21 + 1 + 0 1 + 0 + 1

所以

例8.

解:

由
A

BM

求AMB.
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例9. 在 xoy平面上，求一单位向量与P(-4,3,7)垂直.

设所求向量为(a,b,c), 因为它在xoy平面上，所以c =0,
又(a,b,0)与P(-4,3,7)垂直. 且是单位向量，故有

-4 + 3 = 0，a b

由此求得  
3 4= , =
5 5

a b

因此所求向量为
   
 

3 4, ,0
5 5

12 2a + b =

解: 　
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 a
b

c = ab

(1) | c | = | a | | b | sin

(2) c 与a、b所在的平面垂直, (即 c  a且c  b). 

c 的指向按右手规则从 a 转向 b 来确定.

则将向量c 称为 a 与 b 的向量积, 记作: a  b.

即:      c = a  b

(1)定义2 设有两个向量 a、b, 

作一个向量c, 使得夹角为,

2.两向量的向量积

即等于以a、b为邻边的平行四边形的面积.
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(2) 向量积的性质

(1) a  a = 0 

(1)   a  b =  b  a 
(2)   a (b + c) = a  b + a  c 

 (b + c)  a = b  a + c  a 

(3)   ( a)  b = a  ( b) =  (a  b ),    为实数

| c | = | a | | b | sin

由向量积的定义，容易得出下面的结论：

(2) 两个非零向量 a 、b 平行                 a  b = 0 

（向量积不满足交换律）；
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例如:  i  i = j  j = k  k = 0

 i  j = k

 j  i =  k     k  j =  i      i  k =  j

k j

i

k  i = jj  k = i

x
y

z

i
jk
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(3) 向量积的坐标表示式

设 a =(ax, ay , az)      b = (bx , by , bz)  则

a  b = (ax i + ay j + az k )  (bx i + by j + bz k )
= ax i  (bx i + by j + bz k ) + ay j (bx i + by j + bz k )  

+ az k  (bx i + by j + bz k )

= ax  bx (i  i) + ax by ( i  j ) + ax bz( i  k )     
+ ay  bx (j  i) + ay by ( j  j ) + ay bz (j  k )     
+ az bx (k  i) + az by ( k  j ) +  azbz( k  k )

= ax by k + ax bz( j ) + ay bx(k) + ay bz i 
+ az bx j + az by( i )

= ( ay bz  az by) i+( az bx  ax bz) j+ ( ax by  ay bx) k

k j

i
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a  b = ( aybz  azby) i+( azbx  axbz) j+ ( axby  ay bx) k
因此

i y z

y z

a a
b b

k x y

x y

a a
b b

,
 


y z

y z

a a
b b





x y

x y

a a
b b
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(4)向量积的行列式计算法


a b

1 1( 1)   y z

y z

a a
i

b b
1 3( 1)   x y

x y

a a
k

b b

 y z

y z

a a
i

b b

,
 


y z

y z

a a
b b





x y

x y

a a
b b

k x y

x y

a a
b b
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2a = i + j - k, 2b = i - j + k a b例10. 设 计算

解: a b

   
2= 1 2 - -1 i

5 3= i - j - k

    + 2 -1 -1 1 k    + -1 1- 2 2 j


i j k
2 1 -1
1 -1 2
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求垂直于向量 a = (2, 2, 1)和b = (4, 5, 3)的向量c.

a  b 同时垂直于a、b

  2 2 1
4 5 3

i j k
a b

= i  2j + 2k

取   c = a  b = (1, 2 , 2).

显然, 对于任意   0R, c = (,2, 2) 

也与a、b垂直.

例11.

解:

而
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例12. 已知三点

求三角形 ABC 的面积  

解: 如图所示
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例13.　 求与a和b都垂直的单位向量.

解: 设 c = a b, 则c同时垂直于a和b
于是，c上的单位向量是所求的单位向量

因为  = 2 - 3c = a b i - j k
2 2 2c = 2 + (-1) + (-3) = 14

所以 c
c 2 -1 -3e = = , ,
c 14 14 14

 
 
 

c
2 1 3-e = - , ,
14 14 14

都是所求的单位向量.

已知 a(2,1,1),b(1,-1,1),
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四、小结

向量的概念

向量的加减法

向量与数的乘法

（注意与标量的区别）

（平行四边形法则）

（注意数乘后的方向）

向量在轴上的投影与投影定理.

向量在坐标轴上的分向量与向量的坐标.

向量的模与方向余弦的坐标表示式.

（注意分向量与向量的坐标的区别）

1. 向量的概念
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2. 向量运算

加减:

数乘:

点积:

叉积:

设 a =(ax, ay , az)      b = (bx , by , bz)  则

3. 向量关系
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1. 用向量方法证明正弦定理:
备用题

证: 由三角形面积公式

所以

因
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在顶点为

三角形中, 求 AC 边上的高 BD .

解：

三角形 ABC 的面积为 

2.

而

故有
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且与 a 垂直，

                                                               因为它在 x y 坐    
标面上，

  向量 a = 4i + 3j + 7k3. 求在 xo y 坐标面上与

垂直的单位向量.
解:设所求的向量为 b =  x , y , z .

所以 z = 0 . 又因为 b 是单位向量

所以  ,1b ,0ba 即有







  0z
,1222  zyx

.0734  zyx
解之得 0,

5
4,

5
3

 zyx

故所求向量 jib
5
4

5
3

 .
5
4

5
3 jib 或
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例 7  设有向量 21PP ，已知 221 PP ，它与 x轴

和 y轴的夹角分别为 
3

和 

4

，如果 1P 的坐标为

)3,0,1( ，求 2P 的坐标. 

解:设向量 21PP 的方向角为 、、

,
3


 ,
4




,1coscoscos 222 

.
2
1cos 

,
2
1cos  ,

2
2cos 

   4.
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.
3

2,
3





 设 2P 的坐标为 ),,( zyx ,

1cos 


x
21PP 2

1


x
2
1

 ,2 x

0cos 


y
21PP 2

0


y
2
2

 ,2 y

3cos 


z
21PP 2

3


z ,2,4  zz

2P 的坐标为 ).2,2,2(),4,2,2(

2
1


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提高题

1.

2.

x
abxa

babba

x
bxabxa

a

x

x

||||

,
4

)
^

1||2

||||

1

lim

lim

0

0


















求极限为非零向量，且

；是非零向量，计算极限设


，（，）（

）（



华南师范大学

已知向量 0
 a ， 0


b ，

证明
2222 )(|||||| bababa

  .

3.

），（，， bababababa


试求设 274573  ^4.

 5 设a(2 1 2) b(1 1 z) 问z为何值时        最小？ ) ,( ^ba

并求出此最小值 



华南师范大学

1.

解: ,0 kzjyixn
 设 由题设条件得

10 n

cn  0

ban
 0 












02
022
1222

zy
zyx
zyx

解得 ).
3
2

3
1

3
2(0 kjin

 

提高题解答

zy
zyx




2
210

001
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2.

x
bxabxa

a

x

||||

1

lim
0









；）（ 是非零向量，计算极限设

解:（1）

||
2

||2
4lim

0 a
ba

ax
bax

x















）（ ||||
|||| 22

0
lim bxabxax

bxabxa
x









x

bxabxa
x

||||lim
0






)()(|| 2 bxabxabxa




222 ||2|| bxbxaa 

2222 ||2|||| bxbxaabxa 


bbxaxbbxaaa  2
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x
abxa

babba

x

||||

,
4

)
^

1||2

lim
0











求极限为非零向量，且


，（，）（

解:

2
2^

cos||  ）（ bab


||2
2

||2
||2 limlim

0

2

0 a
ba

a
bxba

xx











||2
||||2|| 2222

0
lim ax

abxbaxa
x










）（
）（

||||
||||||||2
22

00
limlim abxax

abxa
x

abxa
xx











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)(sin|||||| ,
2222 bababa

 

)](cos1[|||| ,
222 baba

 

22 |||| ba
  )(cos|||| ,

222 baba
 

22 |||| ba
  .)( 2ba

 

已知向量 0
 a ， 0


b ，

证明
2222 )(|||||| bababa

  .

3.

解:
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），（，， bababababa


试求设 274573  ^
解: 由题义








0)27()4(
0)57()3(

baba
baba 










）（

）（

20||830||7
10||1516||7

22

22

bbaa
bbaa 


即

||cos||20||23cos||||46 2 babba


  或

0|||6||||6|82151 22  ba


得又由 ）（）（

|||| ba


所以

3
1cos2  由此

4.

，），（ ba


设 ^ 得）（）（ 21 
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5 设a(2 1 2) b(1 1 z) 问z为何值时        最小？ ) ,( ^ba

并求出此最小值 

2
^

23
21

||||
) ,cos(

z
z






ba
baba 解： 

因为当         时
2

) ,(0 ^  ba

求    的最小值,) ,( ^ba
223

21)(
z
zzf


 的最大值 

0
)2(

4
3
1)( 2/32 




z
zzf 令

 当 z4时                     
2
2) ,cos( ^ ba

42
2arccos) ,( min

^ ba

) ,cos( ^ba 为单调减函数

也就是求

得z4 

所以
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向量及其运算

习题
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1、向量:既有大小又有方向的量，

2、向量的线性运算

(1)向量的几何表示法 
(2)向量的坐标表示法 

(1)向量的几何运算法 
 1)向量的加法、减法、

平行四边形法、三角形法。

2)向量与数的乘法

b
a

ba 
M

N

b
a

ba 

a向量 与数的乘积是一个向量

一、重要知识点
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加减:
数乘:
点积:

),,( zzyyxx babababa 

),,( zyx aaaa  

zzyyxx babababa 

叉积:
kji

xa ya za

xb yb zb
ba

设 a =(ax, ay , az)      b = (bx , by , bz)  则

3. 向量关系


x

x

a
b


y

y

a
b

z

z
a
b

0 zzyyxx bababa

ba //

ba  0ba

0ba

 (2) 向量的坐标运算
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 4、数量积在几何中的应用

(1) 求 a 在 b 上的投影.

|b|
baab


Prj zzyyxx bababa 


222
zyx bbb 

(2) 求两向量 a, b 的夹角

|a||b|
baθ 

cos zzyyxx bababa 


222
zyx bbb  222

zyx aaa
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1. 验证: ( ) ( ) a + b c = a b + c

证明：利用三角形法则得证.见图

二、习题解答7—2

解：2 3 2( 2 ) 3( 3 )       u v a b c a b c

5 11 7  a b c

2 2 4 3 9 3     a b c a b c

2. 设u=a-b+2c,v=-a+3b-c.试用a,b,c表示2u-3v
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1 2 3 4, , , ,D D D D3.把∆ABC的BC边五等分，设分点依次为

再把各分点 ,AB BC c a
 

1 2 3, , AD A D A D
  

4D A


表示向量

和

与A连接，试以 

1 1
1
5

D A BA BD    
  

c a

2 2
2
5

D A BA BD    
  

c a

3 3
3
5

D A BA BD    
  

c a

4 4
4 .
5

D A BA BD    
  

c a

解：
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4. 设向量OM


的模是4，它与投影轴的夹角是60°求这向量

在该轴上的投影.

Pr j cos 60u OM OM 
 

设M的投影为M’，则解：
14 2
2

  

5. 一向量的终点为点B(2,-1,7),它在三坐标轴上的投影

依次是4,－4和7，求这向量的起点A的坐标.

设此向量的起点A的坐标A(x, y, z)，则解：

{4, 4,7} {2 , 1 ,7 }AB x y z      


解得  x=-2, y=3, z=0

故A的坐标为  A(-2, 3, 0).
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1(4,0,5)P 2 (7,1,3)P6. 一向量的起点是 ，终点是 ，试求:

1 2PP


1 2PP


1 2PP


1 2PP


(1) 在各坐标轴上的投影； 

的模；

的方向余弦； 

方向的单位向量.

(2) 

(3) 

(4) 

1 2Pr j 3,x xa PP 


1 2Pr j 1,y ya PP 


1 2Pr j 2.z za PP  


解:(1)
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2 2 2
1 2 (7 4) (1 0) (3 5) 14PP       


1 2

3cos
14

xa
PP

  

1 2

1cos
14

ya

PP
  

1 2

2cos
14

za
PP

 
 

(2) 

(3) 

   

   

1 2
0

1 2

3 1 2{ , , }
14 14 14

PP
PP


 

e(4) 

3 1 2
14 14 14

  i j k
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1 2 3(1, 2,3), ( 2,3, 4), (3, 4,5)   F F F7. 三个力 同时作用于一点，

求合力R的大小和方向余弦.

解：

2 2 2| | 2 1 4 21   R
2cos ,       
21

 

R=（1-2+3，2+3-4，3-4+5）=（2，1，4）

4cos .
21

 

1cos ,   
21

 
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, ,a b ce e e

8. 求出向量a=i+j+k,b=2i-3j+5k和c=-2i-j+2k的模，

并分别用单位向量 来表达向量a,b,c.
2 2 2| | 1 1 1 3   a

2 2 2| | 2 ( 3) 5 38    b

2 2 2| | ( 2) ( 1) 2 3     c

解：

3 ,     38 ,     3 .   a b c  a e b e c e
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9. 设m=3i+5j+8k,n=2i-4j-7k,p=5i+j-4k求向量a=4m+3n-p

在x轴上的投影及在y轴上的分向量.

a=4(3i+5j+8k)+3(2i-4j-7k)-(5i+j-4k)

在x轴上的投影ax=13,

解：

在y轴上分向量为7j.

=13i+7j+15k
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π
3

π .
4

10. 已知单位向量a与x轴正向夹角为 ，与其在xoy平面

上的投影向量的夹角为 试求向量a.

解：设 { , , }x y za a a a


则有

cos ( 1, 1)
3 x

a i a a i
a i

 
   



 
 

1
2xa 

      

求得

a


b


{ , ,0}x yb a a


设 在xoy面上的投影向量为 , 则有

则
2 2

2 2

2cos
4 2

a b ax ay
a b ax ay

  
  

 

 
 

2 1
4ya 

1
2ya  则    求得
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1,a 


2 2 2 1x y za a a  则

1 1 2{ , , }
2 2 2

a  
 1 1 2{ , , }

2 2 2
    从而求得 或
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1 2(2,5, 3), (3, 2,5)M M 

1 23M M MM
 

OM


11. 已知两点 点M在线段M1, M 2上,且

，求向径 的坐标.

设向径 OM


={x, y, z}解：

1 { 2, 5, 3}M M x y z   


2 {3 , 2 ,5 }MM x y z    


因为，1 23M M MM
 

所以，

11
42 3(3 )

15 3( 2 )     
4

3 3(5 ) 3

x
x x
y y y
z z z

 
   

        
    

11 1{ , ,3}
4 4

OM  


故
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OP


2 3 6, , .
7 7 7

12. 已知点P到点A(0,0,12)的距离是7， 的方向余弦是

求点P的坐标.

设P的坐标为（x, y, z）, 2 2 2 2| | ( 12) 49PA x y z    


解：

得 2 2 2 95 24x y z z    

1 22 2 2

6 570cos     6,   
7 49

z z z
x y z

     
 

1 22 2 2

2 190cos     2,   
7 49

x x x
x y z

     
 

1 22 2 2

3 285cos     3,   
7 49

y y y
x y z

     
 

又

故点P的坐标为P（2，3，6）或
190 285 570( , , )
49 49 49

P
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2π ,
3

 13. 已知a,b的夹角 且|a|=3,|b|=4,  计算:

(1)   a∙b (2)   (3a-2b)∙(a+2b)

.
a·b = cos | | | | a b

2πcos 3 4
3

  

解(1)

(3 2 ) ( 2 ) 3 6 2 4          a b a b a a a b b a b b
2 23 | | 4 4 | |   a a b b

61. 

23 3 4 ( 6) 4 16      

解(2)

1 3 4 6
2

     
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14. 已知a=(4,-2,4),b=(6,-3,2)计算:

(3)  |a-b|2 (1)   a∙b (2)   (3a-3b)∙(a+b)

解(1) 4 6 ( 2) ( 3) 4 2 38         a b

(2 3 ) ( ) 2 2 3 3          a b a b a a a b a b b b
2 22 | | 3 | |   a a b b

2 36 38 3 49 113      

2 2 2 2 2 22 [4 ( 2) 4 ] 38 3[6 ( 3) 2 ]         

2| | ( ) ( ) 2          a b a b a b a a a b b b

36 2 38 49 9    

2 2| | 2 | |   a a b b

解(2)

解(3)
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15. 已知a=3i+2j-k,b=i-j+2k,求:  
(1)  a×b; (2)  2a×7b  ; (3) 7b× 2a ;

(4) a×a ;  

解(1) 3 2 1
1 1 2

i j k 
    
  

a b
2 1 1 3 3 2
1 2 2 1 1 1

 
  
 

i j k

3 7 5  i j k

2 7 14( )  a b a b 42 98 70  i j k解(2) 

7 2 14( )  b a b a 42 98 7014( )     a b i j k解(3) 

0a a解(4) 
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16 已知向量 a和b互相垂直，且|a|=3,|b|=4,  计算:

(1)  |(a+b) × (a-b) | (2)  |(3a+b) × (a-2b) | 

| ( ) ( )  a b a b

π2 | | | | sin 24
2

   a b

| 2( ) |  a b

| |       a a a b b a b b解(1) 

| (3 ) ( 2 ) |  a b a b

π7 3 4 sin 84
2

    

| 7( ) | b a

| 3 6 2 |       a a a b b a b b解(2) 


