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第二章 线性规划的图解法

线性规划是运筹学一个重要分支

管理上的典型应用：
典型线性规划应用 应用场景

合理利用线材问题 用料最少

配料问题 获利最大

投资问题 投资回报最大的方案

产品生产计划 合理利用人力、物力、财力等使获利最大

劳动力安排 用最少的劳动力满足需要

运输问题 总运费最少



第二章 线性规划的图解法

线性规划的组成：
线性规划的组成

1 目标函数：MIN/MAX

2 约束条件：限制条件

3 决策变量：可控因素



线性规划的图解法

图解法的灵敏度分析

本章内容

1

2

3



§ 1 线性规划问题的提出

例1.某工厂在计划期内要安排Ⅰ、Ⅱ两种产品的生产，生产单位产
品所需的设备台时及 A、B 两种原材料的消耗以及资源的限制，如
下表所示。

问：工厂应分别生产多少单位Ⅰ、Ⅱ产品才能使工厂获
利最多？

资源 产品Ⅰ 产品Ⅱ 资源限制

设备 1 1 300台时

原料A 2 1 400kg

原料B 0 1 250kg

单位产品获利（元） 50 100



§ 1 线性规划问题的提出

问：工厂应分别生产多少单位Ⅰ、Ⅱ产品才能使工厂获利最多？

约束条件：

建立线性规划模型(设工厂分别生产 𝟏 , 𝟐 单位Ⅰ、Ⅱ产品）

目标函数：max    z = 50 𝟏+ 100 𝟐

𝟏 + 𝟐≤ 300

2 𝟏 + 𝟐 ≤ 400

𝟐 ≤ 250

𝟏, 𝟐

资源 产品Ⅰ 产品Ⅱ
资源限

制

设备 1 1 300台时

原料A 2 1 400kg

原料B 0 1 250kg

单位产品获
利（元）

50 100



§ 1 线性规划问题的提出

建模过程

步骤 建立线性规划模型

1 在什么条件下追求什么目标

2 定义决策变量表，每组 代表一个方案( ଵ ଶ ௡)

3 用决策变量的线性函数形式写出目标函数

4 必须遵循的约束条件



§ 1 线性规划问题的提出

模型一般形式
目标函数：max（min）z = 𝟏 𝟏 + 𝟐 𝟐 + … + 𝒏 𝒏

约束条件:   𝟏𝟏 𝟏 + 𝟏𝟐 𝟐 + … + 𝟏𝒏 𝒏 ≤（=, ≥） 𝟏

𝟐𝟏 𝟏 𝟐𝟐 𝟐 + … + 𝟐𝒏 𝒏 ≤（=, ≥） 𝟐

……

𝒎𝟏 𝟏 + 𝒎𝟐 𝟐 + … + 𝒎𝒏 𝒏 ≤（=, ≥） 𝒎

……

ଵ， 𝟐 ，… ， 𝒏 ≥0



图解法

图解法的灵敏度分析

本章内容
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3



§ 2 图解法

两个决策变量的线性问题，可以用图解法求解。

例1
目标函数:

max    z = 50 + 100 
约束条件： + ≤ 300

2 + ≤ 400
≤ 250

, ≥ 0



§ 2 图解法
每个约束条件都代表一个半平面。

+ ≤ 300

2 𝟏 + 𝟐 ≤ 400



§ 2 图解法

𝟏 ≥ 0

𝟐≥ 0

𝟐 ≤ 250

每个约束条件都代表一个半平面。



§ 2 图解法

把五个限制条件对应的五个半平面合并成一个图，各约
束条件的公共部分即为可行域。



§ 2 图解法

目标函数 z = 50 + 100 ，当 z 取某一固定值时得到一条直线，
直线上的每一点都具有相同的目标函数值，称之为“等值线”。

得到最优解：
B: 𝟏=50, 𝟐=250

最优目标值
z=27500



§ 2 图解法

重要结论
解的情况 场景

有最优解 一定有一个可行域的顶点，对应一个最优点

无穷多个最优解
若将例一中的目标函数变为z=50x1+50x2，则线

段BC上的所有点都代表最优解

无可行解 可行域为空域，不存在满足约束条件的解

无界解
可行域的范围延伸到无穷远，目标函数值可以

无穷大或无穷小



§ 2 图解法

重要结论——无界解（无最优解的情况）

目标函数：max z = x1 + x2 ；

约束条件：x1 - x2 ≤1

-3 x1 +2 x2 ≤6

x1 ≥0， x2 ≥0

该问题可行域无界，
目标函数值无穷大，
无界解，即无最优
解。



§ 2 图解法

例2 某公司由于生产需要，共需A,B两种原料至少350吨（A，B有一
定替代性）限制条件具体如下：

求目标函数最小化的线性规划问题

试问在满足生产需要的前提下，在公司加工能力的范围
内，如何购买 A，B 两种原料，使得购进成本最低？

资源需求
加工时间

（小时/吨）
成本

（万元/吨）

A ≥125吨 2 2

B 无限制 1 3

总资源需求 （A+B）需求≥350吨

时间限制（小时） 600



§ 2 图解法

目标函数：min 

约束条件： ≥350
25

, ≥0 

得 B 点坐标（250，100）为最优解

建立模型：



图解法

图解法的灵敏度分析

本章内容

1

2

3



§ 3 图解法的灵敏度分析

线性规划的标准化

一般形式

目标函数：max（min）z = + + … + 

约束条件： + + … + ≤（=, ≥）

+ … + ≤ ( =, ≥）
……

+ + … + ≤（=, ≥) 
……

， ，… ， ≥ 0



§ 3 图解法的灵敏度分析

线性规划的标准化

标准形式

目标函数：max z = + + … + 
约束条件： + + … + =

+ … + =
……

+ + … + =
……

， ，… ， ≥ 0, ≥ 0



§ 3 图解法的灵敏度分析

非标准形式的线性规划问题，通过变换转化为标准形式。

标准形式的线性规划的四大特点

线性规划标准形式的四个特点

1 目标最大化

2 约束为等式

3 决策变量均非负

4 右端项非负



§ 3 图解法的灵敏度分析

设目标函数为：min f = + + … + 

极小化目标函数的标准化问题

令 z = −f，则该极小化问题与下面的极大化问题

max z = - - - … - 有相同的最优解，

注意：以上两个问题的最优解相同，但最优值相差
一个负号，即min f = − max z



§ 3 图解法的灵敏度分析

标准化： + + … + =

约束条件不是等式的标准化问题

约束条件: 𝒊𝟏 𝟏 + 𝒊𝟐 𝟐 + … + 𝒊𝒏 𝒏 𝒊

引入一个非负变量s，令其等于等式左右两边的差值

约束条件: 𝒊𝟏 𝟏 + 𝒊𝟐 𝟐 + … + 𝒊𝒏 ≥

标准化： + + … + =



§ 3 图解法的灵敏度分析

当 ＜0，等式约束两端同时乘以−1，得到：

− - - … - = −

为负值的标准化问题



§ 3 图解法的灵敏度分析

例3.

s.t. 

x1 , x2 , x3  ≥ 0



§ 3 图解法的灵敏度分析

-
, , , , ≥ 0

通过标准化得：



§ 3 图解法的灵敏度分析

当某一个变量 没有非负约束

* 变量无符号限制的标准化问题

令 ,其中 ，

的符号取决于 和 的大小。



§ 3 图解法的灵敏度分析

考虑例1 的情况，

目标函数 z = 50 x1
+ 100 x2 斜线在右

图两条红线之间

,-1 ≤ （- 1/ 2）≤ 0

灵敏度分析：研究线性规划的一个或多个参数（系
数） 变化时，对最优解产生的影响。

一、目标函数中的系数 的灵敏度分析

最优解不变，仍为B.



§ 3 图解法的灵敏度分析

等值线斜率在-1 ≤ （- 1/ 2）≤ 0 范围内则最优值不变。

• 假设产品Ⅱ的利润 100 元不变，即 = 100不
变，代入-1 ≤ （- 1/ 2）≤ 0得到0 100

• 假设产品Ⅰ的利润50元不变，即 = 50 ，代入
-1 ≤ （- 1/ 2）≤ 0 得到 50 。

• * 假若产品Ⅰ、Ⅱ的利润均改变，可直接用变化
后的等值线斜率来判断最优值是否变化。



§ 3 图解法的灵敏度分析

二、约束条件中常数项 的灵敏度分析

例1：

从

变化，线性规划的可行域变化，可能引起最优解变化

最优解

最优值为27500 28000

台时设备 10个
利润 500元



§ 3 图解法的灵敏度分析

如 从 ，
最优解不变，最优值
没有改进，第二个约
束条件对偶价格为0

在一定范围内，台时设备能力每 1，利润 50元，
50即第一个约束条件的对偶价格

原松弛变量 ଶ

当 10，只增加了
库存， 变成60，并
不增加利润。最优解
不变



§ 3 图解法的灵敏度分析

在一定范围内，当约束条件中常数项增加 1 个单位
时，
（1）对偶价格大于 0，则其最优目标函数值得到改
善，求Max则函数值增大，求min则函数值变小；
（2）对偶价格小于 0，则其最优目标函数值受到影
响（变坏），求Max则函数值变小，求min则函数值
增大；
（3）对偶价格等于 0，则其最优目标函数值不变。

对偶价格




