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［摘 要］ 在热力学中确立了熵为态函数及其熵的计算方法，在统计物理学中确定了绝对熵的计算方
法。文章统筹热力学和统计物理学方法，系统地研究了二元理想气体一般的等温混合中的熵问题。在这一进
程中，自然而彻底地解决了 Gibbs佯谬问题。
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熵是热力学和统计物理学中学习的难点。在历史上，首先由 Ｒudolf Clausius 在热力学中引入了态

函数熵，且出现在包括热力学第一定律和热力学第二定律的热力学基本等式和不等式 dUTdS － pdV
中，由 Ludwig Boltzmann 首先提出了熵的统计解释并由后人将熵的统计解释公式 S = klnΩ 铭刻在其墓

碑上。至此，热力学和统计物理学取得了巨大的成功。但在应用热力学的形式化体系于理想气体的混

合过程的研究中，美国物理学家 Josiah Willard Gibbs 在研究理想气体的等温等压混合中发现了后人称

之为“Gibbs 佯谬”的问题。在热力学中，不同种类理想气体的等温等压混合是不可逆过程，有熵的增

加，但相同种类理想气体的等温等压混合是可逆过程，由常识判断应该没有熵变。由化学性质任意接近

的两种不同理想气体过渡到相同种类理想气体的等温等压混合时，熵变由一个有限值突变为零的现象，

在物理学历史上就是著名的 Gibbs 佯谬。
为了更好地理解熵，本文拓展研究了理想气体的混合过程，一般热力学与统计物理学教材限于篇幅

只探讨了等温等容混合和等温等压过程［1 － 2］，本文则研究了不同理想气体的一般混合、相同理想气体的

一般混合中的熵，并得出了相关的结论。

1 理想气体熵的一般公式

设有单一化学成分的理想气体，其粒子的质量为 m，对转动中心的转动惯量为 I，振动圆频率为 ω，

温度为 T，体积为 V，物质的 mol 数为 n，粒子的数目 N。作为一般情况，考虑粒子具有平动、转动和振动自

由度，其平动配分函数为［1］

Zt
1 = V 2πm

h2( )β

3 /2

，

转动配分函数和振动配分函数分别为

Zr
1 = 8π2 I

h2β
，

Zv
1 = 2π

hωβ
。

考虑到理想气体在高温下其转动能级和振动能级都有可能被激发，其正则系综的配分函数为

Z = 1
N!

( Zt
1·Zr

1·Zv
1 ) N = 1

N!
V 2π·m

h2( )β

3 /2 8π2 I
h2β

2π
h[ ]ωβ

N

( 1)
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上式中 h 为普朗克常数，这样可使熵获得绝对的物理意义，上式中的因子
1
N!

是由于理想气体为非

定域系统，加上这一因子使熵成为广延量。
这一热力学系统的熵为

S = k lnZ － β lnZ( )β
= k ln 1

N!
VN 2πm

h2( )β

3N/2 16π3 I
h3ωβ( )2[ ]N

－ Nβ
－ 7

2 β
－( )9
2

β －{ }7
2

，

S = NklnV － klnN! + Nkln 2πm
h( )2

3 /2 16π3 I
h3ω

( kT) 7 /[ ]2 + 7
2 Nk。

定义常数 a = 2πm
h( )2

3 /2 16π3 I
h2ω

·k7 /2，利用 Stirling 公式，则熵可写为

S = NklnV － klnN! + Nkln a·T7 /( )2 + 7
2 Nk

= NklnV － NklnN + Nk + Nklna + 7
2 NklnT + 7

2 Nk

= Nkln V
N + 7

2 NklnT + Nklna + 9
2 Nk

= nＲln V
nNA

+ 7
2 nＲlnT + nＲ lna +( )9

2
上式进一步写为

S = nＲln V
n + 7

2 nＲlnT + nＲ ln a
NA

+( )9
2

( 2)

文献［3 － 6］中的熵公式为

S = nCv，m lnT + nＲln V
n + nS /

0 ( 3)

统计物理学中的熵式( 2) 与热力学中的熵式( 3) 相比较知，理想气体的摩尔定容热容量 Cv，m 等于

7Ｒ /2，这是由于在上面的讨论中计及了平动的 3 个、转动的2 个和振动的2 个自由度的结果。文献［1］中

只讨论了平动自由度，因此摩尔定容热容量为 3Ｒ /2。如果只考虑平动自由度和转动自由度，不计振动自

由度，则摩尔定容热容量量 Cv，m 为 5Ｒ /2。
式( 2) 与式( 3) ，相比较知

S /
0 = Ｒ ln a

NA
+( )9

2
( 4)

可见 S /
0 才是一个与理想气体的温度 T、体积 V 和摩尔数 n 都无关的常数，这在理想气体的各种等温混合

过程中非常重要，因为在理想气体的混合过程中，作为态函数熵其摩尔数发生了改变，摩尔数 n 不再是

常数。NA 是阿伏加德罗常数，h为普朗克常数，k是玻尔兹曼常数，但 S /
0 还是与具体气体的平动质量m、转

动惯量 I 和振动圆频率 ω 有关，而这不会在理想气体的等温混合中带来熵的改变。
式( 4) 是统筹热力学理论和统计物理学理论得出的结论，由统计物理学的统计熵式( 2) 能对热力

学中的宏观熵式( 3) 作出完整的解释［7］。

2 不同理想气体的等温混合

设有单一化学成分的理想气体，其粒子的质量为 m1，对转动中心的转动惯量为 I1，振动圆频率为

ω1，温度为 T，体积为 V1，物质的mol 数为 n1，粒子的数目 N1。再设另有单一化学成分的理想气体，温度同

样为 T，但其粒子的质量为 m2，对转动中心的转动惯量为 I2，振动圆频率为 ω2，体积为 V2，物质的 mol 数

为 n2，粒子的数目 N2。现将这两种理想气体等温混合装在一个体积为 V 的容积中，则混合前两种气体正

则系综的配分函数分别为
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Z1 = 1
N1 !

V1
2π·m1

h2( )β

3 /2 8π2 I1
h2β

2π
hω1

[ ]β
N1

，

Z2 = 1
N2 !

V2
2π·m2

h2( )β

3 /2 8π2 I2
h2β

2π
hω2

[ ]β
N2

。

其中 N1 = n1NA，N2 = n2NA，因为是理想气体的混合，在混合后的理想气体中质量为 m1、质量为 m2 的粒

子之间没有相互作用，混合理想气体的正则系综配分函数为

Z12 = 1
N1 ! N2 !

V 2π·m1

h2( )β

3 /2 8π2 I1
h2β

2π
hω1

[ ]β
N1

V 2π·m2

h2( )β

3 /2 8π2 I2
h2β

2π
hω2

[ ]β
N2

( 5)

用第 1 节的方法，可求出其对应的熵分别为

S1 = n1Ｒln
V1

n1
+ 7

2 n1ＲlnT + n1Ｒ ln
a1

NA
+( )9

2
，

S2 = n2Ｒln
V2

n2
+ 7

2 n2ＲlnT + n2Ｒ ln
a2

NA
+( )9

2
。

其中 a1、a2 的定义分别为 a1 = 2πm1

h( )2

3 /2 16π3 I1
h3ω1

·k7 /2，a2 = 2πm2

h( )2

3 /2 16π3 I2
h3ω2

·k7 /2。

同样的方法可求出混合后气体的熵为

S12 = n1Ｒln
V
n1

+ n2Ｒln
V
n2

+ 7
2 n1ＲlnT + 7

2 n2ＲlnT + n1Ｒ ln
a1

NA
+( )9

2
+ n2Ｒ ln

a2

NA
+( )9

2
，

理想气体混合前后的熵增加量为

ΔS = S12 － ( S1 + S2 ) = n1Ｒln
V
V1

+ n2Ｒln
V
V2

( 6)

此为两种不同理想气体的一般等温过程的熵变化，接下来对理想气体的三种特殊的等温混合过程的熵

变进行观察。
2． 1 理想气体的等温等压混合

理想气体的等温等压混合方式，有关系 pV1 = n1ＲT、pV2 = n2ＲT 和 pV = ( n1 + n2 ) ＲT，因此必有 V
= V1 + V2，故有

V
V1

=
n1 + n2

n1
，V
V2

=
n1 + n2

n2
。

该体积的比值即为浓度或摩尔分数。设在混合理想气体中粒子 1 和粒子 2 的浓度分别为 x1 和 x2，则

有

x1 =
n1

n1 + n2
，x2 =

n2

n1 + n2
。

理想气体的等温等压混合方式下的熵增加量可进一步表示为

ΔS1 = － ( n1Ｒlnx1 + n2Ｒlnx2 ) ( 7)

2． 2 理想气体的等温等容混合
理想气体的等温等容混合，也可称之为“Dalton 式混合”，是将温度同为 T、体积同为 V、物质量分别

为 n1 摩尔和 n2 摩尔、粒子质量分别为 m1 和m2 的两种不同理想气体一起装在温度为 T、体积为 V 的容积

中的情况。此时有关系 p1V = n1ＲT，p2V = n2ＲT和 pV = ( n1 + n2 ) ＲT，因此必有 p = p1 + p2，这就是Dalton
分压定律。另因 V = V1 = V2，故有

ΔS2 = n1Ｒln
V
V + n2Ｒln

V
V = 0 ( 8)

这就是理想气体“Dalton 式混合”方式的 Gibbs 定律，即理想气体在“Dalton 式混合”前后的熵相

等［4］。
2． 3 理想气体的抽去隔板方式的混合
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理想气体的抽去隔板方式的混合，是在隔板的两边装有温度同为 T，但压强分别为 p1 和 p2、体积分

别为V1 和V2、物质量分别为 n1 和 n2 的两种不同的理想气体，抽去隔板后变成温度仍为 T、体积为V1 + V2

的混合过程。很明显，这一过程的熵变为

ΔS3 = n1Ｒln
V1 + V2

V1
+ n2Ｒln

V1 + V2

V2
( 9)

3 相同理想气体的等温混合

设有一种粒子质量为 m 的理想气体，在容积为 V1 的容器中装有 n1 摩尔、压强为 p1、温度为 T 的该种

理想气体，在容积为 V2 的容器中则装有温度同为 T、n2 摩尔、压强为 p2 的同种理想气体，现在等温条件

下把容器和容器中的理想气体混合装在容积为 V 的容器中。混合前两容器中气体正则系综的配分函数

分别为

Z /
1 = 1

N1 !
V1

2π·m
h2( )β

3 /2 8π2 I
h2β

2π
h[ ]ωβ

N1
，

Z /
2 = 1

N2 !
V1

2π·m
h2( )β

3 /2 8π2 I
h2β

2π
h[ ]ωβ

N2
，

混合后正则系综的配分函数为

Z /
12 = 1

( N1 + N2 ) !
V 2π·m

h2( )β

3 /2 8π2 I
h2β

2π
h[ ]ωβ

N1+N2
。

依据与上节同样的思路，可求得相同种类的理想气体混合前后的熵增加为

ΔS / = ( n1 + n2 ) Ｒln V
n1 + n2

－ n1Ｒln
V1

n1
－ n2Ｒln

V2

n2
( 10)

下面观察相同理想气体的三种特殊混合过程———等温等压、等温等容和抽去隔板方式的熵变。
3． 1 相同理想气体的等温等压混合

相同理想气体的等温等压混合方式，同样有关系 pV1 = n1ＲT、pV2 = n2ＲT 和 pV = ( n1 + n2 ) ＲT，因

此有

V1

n1
=

V2

n2
= V

n1 + n2
= ＲT

P ，

对照( 10) 式自然有

ΔS /
1 = 0 ( 11)

这样就自然而彻底地解决了 Gibbs 佯谬，相同理想气体的等温等压混合的熵变 ΔS /
1 = 0，而不同理

想气体的等温等压混合的熵变 ΔS1 = － ( n1Ｒlnx1 + n2Ｒlnx2 ) ，这是统筹运用统计物理学的正则系综理论

和热力学理论的结果。
3． 2 相同理想气体的等温等容混合

相同理想气体的等温等容混合情况同样有关系 p1V = n1ＲT、p2V = n2ＲT 和 pV = ( n1 + n2 ) ＲT，因此

必有 p = p1 + p2，这就是相同理想气体的等温等容混合的 Dalton 分压定律，且有 V = V1 = V2，对照( 10)

式，有

ΔS /
2 = ( n1 + n2 ) Ｒln V

n1 + n2
－ n1Ｒln

V
n1

－ n2Ｒln
V
n2

= n1Ｒln
n1

n1 + n2
+ n2Ｒln

n2

n1 + n2

= n1Ｒlnx1 + n2Ｒlnx2

= － n1Ｒln
n1 + n2

n1
+ n2Ｒln

n1 + n2

n( )
2

( 12)

可见相同理想气体的等温等容混合的熵变小于零，这也是与实际相符合的。对于理想气体的等温过

程，内能的变化
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ΔU = Q + W = O。
可以设想由两个热力学过程来构成相同理想气体的等温等容混合过程: 先把 n1 摩尔、体积为V的气

体等温压缩至 V1，压强增加到 p，同样把 n2 摩尔、体积为 V的气体等温压缩至 V2，压强同样增加到 p; 再把

这两部分相同的理想气体实行等温等压混合，而这一过程是没有熵的变化。因此整个理想气体的等温等

容混合过程的熵变就等于 n1 摩尔和 n2 摩尔理想气体的等温压缩过程的熵变。对于等温压缩过程，外界

对 n1 摩尔理想气体所做的功为

W1 = ∫
V1

V
－ pdV = － ∫

V1

V

n1ＲT
V dV = － n1ＲTln

V1

V = n1ＲTln
V
V1

，

同样求得外界对 n1 摩尔理想气体所做的功为

W2 = ∫
V2

V
－ pdV = n2ＲTln

V
V2

，

由热力学第一定律，有

Q = － ( W1 + W2 ) = － n1ＲTln
V
V1

+ n2ＲTln
V
V( )
2

，

而由理想气体的等温压缩过程的特点有

V
V1

=
n1 + n2

n1
，V
V2

=
n1 + n2

n2
，

因此理想气体等温等容混合过程的熵变为

∫ dQT = 1
T ∫dQ = Q

T = － n1Ｒln
n1 + n2

n1
+ n2Ｒln

n1 + n2

n( )
2

。

这与( 12) 式完全相同。可见在相同理想气体的“Dalton 式混合”的熵问题上，由热力学的形式化方法与

更加本质的统计物理学方法的结论是完全一致的。
3． 3 相同理想气体的抽去隔板方式的混合

相同理想气体的抽去隔板方式的混合，是在隔板的两边装有温度同为 T，但压强分别为 p1 和 p2、体
积分别为V1 和V2、物质量分别为 n1 和 n2 的两种相同的理想气体，抽去隔板后变成温度仍为 T、体积为V1

+ V2 的混合过程。这过程有关系 p1V1 = n1ＲT、p2V2 = n2ＲT 和 p( V1 + V2 ) = ( n1 + n2 ) ＲT，因此有

V1

n1
= ＲT

p1
，
V2

n2
= ＲT

p2
，
V1 + V2

n1 + n2
= ＲT

p 。

根据( 10) 式，并对照相同理想气体的抽去隔板方式混合特点，有

ΔS /
3 = ( n1 + n2 ) Ｒln

V1 + V2

n1 + n2
－ n1Ｒln

V1

n1
－ n2Ｒln

V2

n2

= n1Ｒlnp1 + n2ＲlnP2 － ( n1 + n2 ) Ｒlnp ( 13)

可见相同理想气体的抽去隔板方式的混合只有在 p1 = p2 特殊情况下熵变才为零，而这正是第一种情况

的相同理想气体的等温等压混合方式。

4 不同与相同理想气体等温混合的熵变比较

在第2节和第3节分别研究了不同理想气体的等温混合与相同理想气体的等温混合的熵变，发现二

者的熵变之间有下列关系

ΔS1 － ΔS /
1 = ΔS2 － ΔS /

2 = ΔS3 － ΔS /
3 = ΔS － ΔS / = － ( n1Ｒlnx1 + n2Ｒlnx2 ) ( 14)

其中项 － ( n1Ｒlnx1 + n2Ｒlnx2 ) 正是二元理想气体混合时从相同到不同的熵的突变量，而 ΔS /
1、ΔS

/
2、

ΔS /
3、ΔS

/ 分别是相同理想气体在等温等压、等温等容、抽去隔板方式和一般等温混合过程中的熵变。
可见两种不同理想气体在任意等温过程中的熵变都可以分解为两部分: 一部分为相同理想气体在

相应混合过程中的熵变，另一部分为理想气体在相应混合过程中从相同气体到不同气体的熵的突变量

－ ( n1Ｒlnx1 + n2Ｒlnx2 ) ，这正是全同性导致的熵突变结果。
在这其中，不同理想气体的等温混合与相同理想气体的等温混合的熵变各自有一种情况的熵变量
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为零，分别是不同理想气体的等温等容混合的熵变 ΔS2 ( Gibbs 定律) 和相同理想气体的等温等压混合

的熵变 ΔS /
2 ( 基本热力学常识) 。

以上主要从统计物理学角度分析了不同和相同粒子的理想气体的一般等温混合过程，现在从纯粹

热力学角度描述上述过程。不同粒子的理想气体的一般等温混合过程在热力学中可表述为: n1 摩尔、压
强为 p1、体积为 V1、温度为 T 的理想气体与 n2 摩尔、压强为 p2、体积为 V2、温度为 T 的理想气体混合后变

成为压强为 p、体积为 V、温度为 T 的理想气体。为便于比较，这里的符号与第 2、3 节的符号是相同的。
由于熵是状态量，可设想由以下两个热力学过程来实现理想气体的一般等温混合过程: 先把 n1 摩

尔、压强为 p1、体积为 V1、温度为 T 的理想气体等温压缩或者膨胀至压强为 p、体积为 V/
1 ; 把 n2 摩尔、压强

为 p2、体积为 V2、温度为 T 的理想气体等温压缩或者膨胀至压强为 p、体积为 V/
2，这样就实现了两种理想

气体的等温等压。第二步再把两种理想气体实行等温等压的混合。
第一步的理想气体等温压缩或者膨胀过程，外界对两系统做的功分别为

W1 = n1ＲTln
V1

V/
1
= n1ＲTln

n1 + n2

n1
·

V1( )V
= － n1ＲT［lnn1 － ln( n1 + n2 ) + lnV － lnV1］，

W2 = n2ＲTln
V2

V/
2
= n1ＲTln

n1 + n2

n2
·

V2( )V
= － n2ＲT［lnn2 － ln( n1 + n2 ) + lnV － lnV2］。

对于理想气体的等温过程，内能不变，由热力学第一定律，Q1 = － W1，Q2 = － W2，两系统的等温过程

的熵变分别为

ΔS /
a =

Q1

T = n1Ｒ［lnn1 － ln( n1 + n2 ) + lnV － lnV1］，

ΔS /
b =

Q2

T = n2Ｒ［lnn2 － ln( n1 + n2 ) + lnV － lnV2］。

这样分离的两热力学系统的总熵变为

ΔS / = ΔS /
a + ΔS /

b = ( n1 + n2 ) Ｒln V
n1 + n2

－ n1Ｒln
V1

n1
－ n2Ｒln

V2

n2
( 15)

这个结论与由统计物理方法得出的相同理想气体的一般等温混合的熵变相同，对相同理想气体第

二过程的等温等压混合，其熵变为零，因此相同理想气体的一般等温混合的熵变就只有( 15) 式。对于不

同理想气体的一般等温混合的熵变，在热力学的计算中两个分离的热力学系统的熵变总和还是( 15)

式，而与具体每一种理想气体的平动惯量 m、转动惯量 I、振动圆频率 ω 无关，但这时的第二过程为不同

理想气体的等温等压混合，二元理想气体从相同气体到不同气体的混合熵有一个突变量 － ( n1Ｒlnx1 +
n2Ｒlnx2 ) ，因此不同理想气体的一般等温混合的熵变是这两部分之和。特别对于“Dalton 式混合”方式，

这两部分的熵变之和正好相互抵消，因此总的熵变为零，这就是 Gibbs 定律［8－9］。

在上面的符号系统下，理想气体的“Dalton 式混合”可视为 V/
1 =

n1

n1 + n2
V，V/

2 =
n2

n1 + n2
V 的特殊的

等温混合，而抽去隔板方式的混合可视为 V/
1 =

n1

n1 + n2
( V1 + V2 ) ，V/

2 =
n2

n1 + n2
( V1 + V2 ) 的特殊等温混

合而已。
在理想气体的一般等温混合过程中再次看到了热力学方法和统计物理学方法的相互协调配合，由

于热力学和统计物理学都是研究同一对象的，两门学科提供了看问题的不同视觉角度，事实上已经有一

些教材把两门学科合二为一，统一用这两种不同的方法来研究问题，如文献［10］。

5 小结

熵在热力学和统计物理学教学中都是最关键的一个物理量，深入理解熵有助于深化对整个热力学

和统计物理学的认识。本文统筹热力学和统计物理学理论，对理想气体这种经典的、非定域的系统建立

了符合广延性要求的绝对熵的计算公式，并通过对相同理想气体和不同理想气体的一些具体混合过程
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的系列研究，探讨了其中的规律性。由于气体不同于液体和固体，可实施多种多样的混合方式，在气体

混合的研究上，可大大拓展和丰富我们对熵的认识，且依托理想气体模型，在数学处理上采用热力学方

法和统计物理学方法都比较方便，物理意义非常清楚。
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